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摘 要

摘摘摘 要要要

拓扑材料是近几年凝聚态物理领域的研究热点之一。根据电子结构的不同，

拓扑电子材料可以分为拓扑绝缘体和拓扑半金属两大类。两者均存在拓扑保护

的无能隙表面态，不同之处在于拓扑绝缘体的体态是全能隙的绝缘态，而拓扑

半金属的体态在费米面附近存在零能隙的简并点或线。目前，已经被发现的拓

扑半金属包括Dirac半金属，Weyl半金属，Nodal-line 半金属以及具有三重简并

度的“新费米子”等。本文主要通过第一性原理计算，在包括铁电和铁磁性材

料的几种弱关联体系中，预测了外尔半金属态的存在。另外通过与多体技术相

结合，我们第一次在重费米子材料中研究了外尔半金属的特征。

首先，基于第一性原理计算和有效模型分析，我们提出一类非中心反演对

称体系YCoC2是拓扑半金属。在不考虑自旋轨道耦合时，该体系在布里渊区中

存在两个由镜面对称性保护的线节点。考虑到自旋轨道耦合，其中一个线节点

完全打开能隙，另外一个线节点退化为十对外尔点，包括两对第一类外尔点和

八对第二类外尔点。同时我们通过表面态计算，可以从表面态费米面清晰得看

到连接外尔点的费米弧。YCoC2同时也被报道是Tc = 4.2 K的超导体，这将为研

究拓扑超导体及其马拉约纳准粒子提供一个平台。

其次，我们与合作者提出了非磁性体系HgPbO3在低温下是一种铁电极化的

外尔半金属材料。在低温下，该材料发生铁电相变，由中心反演的R3̄c结构转变

为非中心对称的R3c结构。从两种结构的能带结构来看，都表现出半金属的特

征。通过进一步计算分析，我们提出顺电相是平庸的半金属，铁电相在费米面

附近存在六对外尔点。随后相关的中子散射实验和汇聚束电子衍射实验分别证

实了我们的理论预测。在HgPbO3中，铁电性与外尔半金属的拓扑性质共存现象

为拓扑与铁电器件的基础研究提供了一个理想的平台。

磁性材料中反常霍尔效应（AHE）的起源是凝聚态物理学中最有趣的课题

之一，并且长期以来一直存在争议。最近的研究表明，内在的AHE与占据态

的Berry曲率密切相关。对于时间反演破缺的磁性Weyl半金属，由于外尔点周

围的Berry曲率呈发散行为，这将导致很大的内禀反常霍尔电导。本工作中，我

们提出了铁磁半金属Co3Sn2S2是一类外尔半金属，并在实验上测得了很大的反

常霍尔电导。基于第一性原理计算，我们得到了与实验一致的结果，证明了费

米能量附近的Weyl费米子对于反常霍尔电导的贡献占主导地位。通过调节材料
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关联电子材料中的外尔半金属研究

中Co原子的内禀磁矩，我们重复了实验上反常霍尔电导与内禀磁矩的线性相关

特征。

由弱关联电子形成的拓扑半金属态，理论计算和分析已经比较成熟。能否

在强关联材料体系中寻找这类拓扑材料是理论和实验上都非常关心的问题，因

为强关联效应可以带来很多有趣的物理。我们通过第一原理结合Gutzwiller方

法，对重费米子材料CeRu4Sn6的拓扑性质进行了系统研究。我们利用Gutzwiller变

分法结合第一性原理重新计算了该体系的准粒子电子结构。在考虑f电子强相互

作用下，得到了该材料的准粒子能带和原子多重组态等。与GGA的计算结果相

比，f电子的强关联效应对能带的修正主要表现为以下两点：(1)4f轨道形成的

准粒子能带宽度减少了50%左右；(2)4f电子的j = 7/2能带被推到了费米面以

上1.2eV左右，而费米能附近主要由4f的|j = 5/2, jz = ±1/2〉 和4d电子占据。

这导致4f电子和4d电子在费米能附近产生反带，并且计算得到的Ce的4f电子占

据数与实验结果非常吻合。考虑到该体系没有空间反演对称性，因此在反带附

近很可能存在外尔点。我们采用Wilson-loop计算方法，在布里渊区中一共找到

八对外尔点，其中包括四对第二类外尔点。通过表面态计算，可以在(010)表

面看到清晰的Weyl半金属独有的“费米弧”。与已知的弱关联拓扑半金属不同，

CeRu4Sn6中的外尔费米子态对Ce的价态非常敏感。通过在小范围内调节4f电子

的占据数，体系会经历多个拓扑相的变化，这将为以后强关联与拓扑之间的物

理研究提供一个平台。

关键词：拓扑绝缘体，外尔半金属，铁电半金属，反常霍尔效应，LDA+Gutzwiller，

重费米子
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Abstract

Abstract

Topological materials have been studied for many years. From topological

insulators and topological semimetals, the gapless surface state is the most impor-

tant ferture for them. The bulk states in topological insulators are gapped, but in

topological semimetals there are some gapless nodes or lines in bulk states. The

topological semimetals discovered in experiments include Dirac semimetals, Weyl

semimetals, Nodal-line semimetals and the three-fold degeneracy ”New fermion”

semimetals. In this thesis, we have studied the properties of Weyl semimetals

in ferroelectric and ferromagnetic materials, based on first principle calculations.

We have also proposed the exist of heavy Weyl fermion states in a heavy fermion

systerm.

Firstly, based on first-principles calculations and effective model analysis, we

propose that a noncentrosymmetric material YCoC2 is a topological semimetal.

In the absence of spin-orbit coupling (SOC), it can host two intersecting nodal

loops protected by two mirror planes. In the presence of SOC, one nodal loop

is gapped totally while the other one evolves into ten pairs (three nonequivalent

positions) of Weyl points, with two pairs of type-I and eight pairs of type-II Weyl

nodes. Fermi arc surface states are observed on surface projected dispersions.

This material was reported as a superconductor with a critical temperature of

Tc = 4.2 K, and if so, it will provide a convenient platform to explore topological

superconductivity hosting exotic Majorana states and may be used in topological

quantum computers.

Secondly, by using first-principles calculations, we demonstrate that the ex-

perimentally synthesized nonmagnetic HgPbO3 is a unique Weyl ferroelectric

semimetal. Its centrosymmetric R3̄c phase will undergo a ferroelectric phase tran-

sition to the ferroelectric R3c structure. Both phases are semimetallic and the

ferroelectric phase owns a spontaneous polarization. Our further study proposed

that the R3c phase is a trival semimetal and the R3̄c phase is a Weyl semimetal,

which hosts six pairs of Weyl nodes near the Fermi surface. In nice agreement

with theoretical prediction, our neutron diffraction measurements and CBED ex-
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periments further revealed the ferroelectric phase transition. The coexistence of

ferroelectricity and Weyl nodes in HgPbO3 is an ideal platform for exploring mul-

tiphase interaction and mutual control for potential applications of integrated

topotronic and ferroelectric devices.

The origin of anomalous Hall effect (AHE) in magnetic materials is one of the

most intriguing aspect in condensed matter physics and has been a controversial

for a long time. Recent studies indicate that the intrinsic AHE is closely related to

the Berry curvature of occupied electronic states. In a magnetic Weyl semimetal

with broken time-reversal symmetry, there are significant contributions to Berry

curvature around Weyl nodes, which would lead to a large intrinsic AHE. Here,

we report the measurements of quite large AHE in the half-metallic ferromagnet

Co3Sn2S2 single crystal. By systematically mapping out the electronic structure of

Co3Sn2S2 both theoretically and experimentally, we demonstrate that the intrinsic

AHE from the Weyl fermions near the Fermi energy is dominating. The intrinsic

anomalous Hall conductivity depends linearly on the magnetization and can be

reproduced by theoretical simulation, in which the Weyl nodes monotonically

move with the constrained magnetic moment on Co atom.

The theory and first-principle calculations of weak correlated topological ma-

terials have been devolopped quite completed. Because of the abundant interest-

ing physical properties, more and more attentions have been moved to strongly

correlated materials. In this work, we have studied the topological properties of

heavy fermion systerm of CeRu4Sn6 by LDA+Gutzwiller method. Considering

the strong interaction of 4f orbitals of Ce, we obtained the qusipartical band

structure and the many-body configurations from LDA+Gutzwiller calculations.

Compared to the GGA band structure, there are two major corrections caused by

the strong correlation effects. Firstly, the total bandwidth of the 4f bands have

been suppressed by approximately two times. Secondly and more importantly for

this particular material, the splitting among the 4f -orbitals has been greatly en-

hanced leading to two direct consequences, the bands with |J = 5/2; Jz = ±1/2 >

character are pushed down to mix strongly with the 4d bands from the Ru atoms

and at meanwhile the bands with |J = 7/2 > character are pushed up to about

1.2 eV above the Fermi level. Due to the lack of inversion centre, there may exist
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Weyl points near the band invertion. We have found eight pairs of Weyl nodes in

the whole Brillouin zone by using Wilson-loop method. From the calculations of

(010) surface states, the long fermi arc can be easily indentified. Comparing to the

topological semimetals found in weakly correlated materials, the properties of the

heavy Weyl fermion state introduced here are much sensitive to the external fields

that can modify the effective valence of Cerium, which provide great tunability

in this system and make it a promising material platform for follow-up studies on

the relationship between correlation and topology.

Keywords: Topological insulator, Weyl semimetal, Anomalous Hall effect, LDA+Gutzwiller,

Heavy fermion

V





目录

目目目录录录

摘 要 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · I

Abstract · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · III

目录 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · VII

第一章 绪论 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1

1.1 拓扑绝缘体 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2

1.1.1 Z2拓扑绝缘体 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3

1.1.2 拓扑晶体绝缘体 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5

1.1.3 d− 2维拓扑晶体绝缘体 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8

1.1.4 轴子绝缘体 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 9

1.2 拓扑半金属 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 11

1.2.1 外尔半金属 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 11

1.2.2 狄拉克半金属 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 12

1.2.3 Nodal-line等新型拓扑半金属 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 13

1.3 主要研究内容与论文结构 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 14

第二章 弱关联体系中的外尔半金属 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 19

2.1 YCoC2中的Nodal-line与外尔点 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 20

2.1.1 晶体结构与计算细节 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 20

2.1.2 Nodal-line半金属态 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 20

2.1.3 外尔半金属态 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 23

2.1.4 小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 24

2.2 铁电诱导的外尔半金属HgPbO3 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 26

2.2.1 铁电结构相变 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 26

2.2.2 电子结构 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 28

2.2.3 小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 29

VII



关联电子材料中的外尔半金属研究

2.3 铁磁外尔半金属Co3Sn2S2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 30

2.3.1 晶体结构与磁结构 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 30

2.3.2 电子结构与拓扑相 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 31

2.3.3 反常霍尔效应 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 32

2.3.4 小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 35

第三章 重费米子体系CeRu4Sn6中的外尔半金属态 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 39

3.1 LDA+Gutzwiller计算方法 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 40

3.1.1 强关联电子体系的哈密顿量 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 40

3.1.2 Gutzwiller变分法求基态总能量 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 40

3.2 CeRu4Sn6中的外尔费米子态 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 42

3.2.1 晶体结构与计算细节 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 42

3.2.2 电子结构 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 44

3.2.3 外尔半金属态 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 45

3.2.4 拓扑相的稳定性 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 48

3.3 小结 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 48

第四章 总结与展望 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 51

参考文献 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 53

个人简历 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 65

发表文章目录 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 67

致谢 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 69

VIII



第一章 绪论

第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

2016年的诺贝尔物理学奖授予给了D.J.Thouless，F.D.M.Haldane和 J.M.Kos-

terlitz三位物理学家，以表彰他们在拓扑相变和拓扑相方面做出的重大理论贡

献。拓扑这一几何学概念与物理学的结合也因此被大众所接受和认知。而在物

理学史上，拓扑相变和拓扑相的研究热潮开始于上个世纪八十年代。

1980年，K.V.Klitzing在研究低温强磁场下的二维电子系统时，意外的发现

其横向霍尔电导随着外加垂直磁场的改变并不是连续的，而是量子化的，即呈

现出台阶型的跳变(Klitzing et al., 1980)，这一发现掀起了拓扑相变的第一次研

究热潮。 1982年，D. J. Thouless等人第一次把数学上拓扑的概念引入到凝聚态

物理中，提出了TKNN拓扑不变量（即第一陈数）的概念，并完美地解释了整

数量子霍尔效应中的霍尔电导平台(Thouless et al., 1982)。量子霍尔效应的意义

非常重大，它不仅完善了人们对相变理论的认知，也为未来电子元器件发展指

明了一条方向，冯克里清因此获得了1985年的诺贝尔物理学奖。 1982年，华人

物理学家崔琦，德国物理学家Stormer等人在更低的温度和更强的磁场下观察到

了分数量子霍尔效应(Tsui et al., 1982)，并由Laughlin 给出了比较令人信服的理

论解释(Laughlin, 1983)，三位物理学家也因此获得了1998年的诺贝尔物理学奖。

整数和分数量子霍尔效应的实现都需要外加很强的磁场，工业上难以被应用。

1988年，Haldane 提出了一个理论模型（Haldane模型）(Haldane, 1988)，该模

型指出即使没有额外的外加磁场也可实现量子霍尔态，即量子反常霍尔效应。

由于Haldane模型中人为加入了一些磁通项，并不能与真实的材料体系对应，所

以在很长一段时间里，并没有在真实的材料体系中实现内禀量子反常霍尔态。

直到2005年左右， C.L.Kane和张守晟等人提出可以在某些具有时间反演对

称性的二维材料里实现一类新的拓扑态——拓扑绝缘体(Kane and Mele, 2005b,a;

Bernevig et al., 2006)。拓扑绝缘体是一种内部绝缘表面导电的特殊半导体材料，

其边界上存在两个量子化的导电通道，包括自旋向上的正方向电流和自旋向下

的反方向电流，它们之间可以通过时间反演对称性联系起来，因此它又可以被

看成是整数量子霍尔效应的时间反演版本。拓扑绝缘体边缘上的两个导电通道

电荷流相互抵消，但是自旋流不为零，又被称为量子自旋霍尔效应。在时间反

演对称性保护下，螺旋边界态对非磁性杂质引起的背散射是禁闭的，理论上不

存在电阻和导电发热的问题。很快，L.Fu等人又提出了三维拓扑绝缘体(Fu et

1
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al., 2007)，开启了最近十几年对拓扑能带理论的研究热潮。随后，由晶体对称

性保护的拓扑晶体绝缘体(Fu, 2011; Hsieh et al., 2012)以及拓扑半金属理论(Wan

et al., 2011; Wang et al., 2012, 2013; Yang and Nagaosa, 2014)也都相继被提出。

借助于上个世纪发展起来的密度泛函理论(Hohenberg and Kohn, 1964; Kohn

and Sham, 1965)，计算物理学家很快预测出了一大批拓扑新材料。其中很多材

料已被实验物理学家通过ARPES实验和输运实验所证实，例如一些具有代表性

的材料，三维拓扑绝缘体Bi2Se3家族(Zhang et al., 2009; Xia et al., 2009; Hsieh et

al., 2009; Chen et al., 2009)、准二维大能隙拓扑绝缘体ZrTe5(Weng et al., 2014a;

Chen et al., 2015b,a; Li et al., 2016a,c; Wu et al., 2016; Fan et al., 2017; Liang et al.,

2018)、拓扑晶体绝缘体SnTe(Hsieh et al., 2012; Tanaka et al., 2012) 和 KHgSb

(Wang et al., 2016; Ma et al., 2017)、狄拉克半金属Cd3As2(Wang et al., 2013; Liu

et al., 2014a)和Na3Bi(Wang et al., 2012; Liu et al., 2014b)以及外尔半金属TaAs家

族(Weng et al., 2015; Lv et al., 2015; Xu et al., 2015a,b)等。以上这些拓扑材料

都属于弱关联非磁性体系，常规的第一性原理计算方法都可以比较准确地得到

其基态电子结构，在实验上也相对容易被证实。本文则主要研究一类关联电子

体系中的外尔半金属材料，对于这类材料费米面附近的低能部分主要是由3d、

4f、5f等相互作用比较强的局域轨道贡献，理论上很难被常规的LDA(Ceperley

and Alder, 1980)或GGA(Perdew et al., 1996a)计算方法准确描述，须结合一些

多体技术来修正关联电子对费米面附近带来的影响，例如LDA+U(Anisimov et

al., 1991, 1993; Liechtenstein et al., 1995)、LDA+Gutzwiller(Deng et al., 2009,

2008; Lanatà et al., 2012)和 LDA+DMFT方法(Georges et al., 1996; Kotliar et al.,

2006)。本文通过第一性原理计算提出了几种特殊的外尔半金属候选者，包括铁

电材料HgPbO3(Li et al., 2016b)、非磁性材料YCoC2、铁磁层状材料Co3Sn2S2(Wang

et al., 2018a)以及重费米子材料CeRu4Sn6(Xu et al., 2017)等。在下面几节中，我

们首先通过一些简单的模型和经典的拓扑材料来回顾拓扑绝缘体和拓扑半金属

的理论和性质。

1.1 拓扑绝缘体

拓扑绝缘体是指，体态绝缘而表面态或者棱态导电的一类材料，其中主要

包括受时间反演对称性保护的Z2拓扑绝缘体，受晶体对称性保护的拓扑晶体绝

缘体，以及陈绝缘体。

2



第一章 绪论

考虑一个简单的二维周期系统，在倒空间中可以写出一个半满的两带狄拉

克模型，

H(k) = V
∑
i=x,y

kiτ0σi +mτjσz (1.1)

式中泡利算符σi代表自旋空间，τj代表轨道空间，前两项描述在xy面内k = 0点

附近的线性无能隙色散，最后一项是狄拉克质量项。三项互为反对易，可以很

容易解出哈密顿量的本征值为±
√
m2 + k2。当质量项m等于0时，在Γ点存在零

能解，当质量项m不为0的时候，体系在倒空间中所有k点都有能隙。考虑一个

绝热演化过程，质量项m的符号不发生变化，那么系统的能隙将不会闭合，此

时不发生拓扑相变；如果考虑一个m从正值到负值的连续演化过程，系统必然

经历一次能隙闭合，产生拓扑相变。也就是说在拓扑相变点处，存在无能隙的

激发态。定义真空态为拓扑平庸相，将非平庸的拓扑绝缘体置于真空中，那么

在拓扑绝缘体与真空的某个方向的临界处必然有无能隙的表面态。

1.1.1 Z2拓拓拓扑扑扑绝绝绝缘缘缘体体体

2005年，Kane和Mele基于单层石墨烯的六角格子提出了Kane-Mele模型(Kane

and Mele, 2005a)，第一次预言了量子自旋霍尔（QSH）态，

H = t
∑
〈ij〉

c†icj + iλSO
∑
〈〈ij〉〉

νijc
†
is
zcj + iλR

∑
〈ij〉

c†i (s× d̂ij)zcj + λv
∑
i

ξic
†
ici.

式中第一项代表最近邻跃迁动能项，第二项代表保持z方向镜面对称性的自旋轨

道耦合项，第三项是破坏z方向镜面对称的Rashba型自旋轨道耦合，最后一项是

中心反演破缺项。在该模型指出，在一定的参数范围内，系统可以处于两种不

同的拓扑相。由于体系具有时间反演对称性，因此在时间反演不变点(TRIM)上

每条能带都是二度简并。由表面态在TRIM点之间的连接方式就可以判断系统的

拓扑相，如图1.1所示，图（a）代表系统处在量子自旋霍尔态，图（b）为平庸

的绝缘态。当处在拓扑绝缘相时，材料的体态绝缘，两个边缘都存在受时间反

演保护的螺旋表面态，即图（a）中的红色和绿色能带。

Kane-Mele模型的意义在于，第一次展示了时间反演体系中的量子自旋霍尔

态，以及非平庸的螺旋表面态。但是由于石墨烯的自旋轨道耦合（SOC）强度

很弱，所能打开的能隙太小，无法在实验上得到证实。

2006年，Bernevig等人提出在SOC较强的HgTe/CdTe量子阱结构中可以实

现QSH态(Bernevig et al., 2006; König et al., 2007a)。基于BHZ模型，他们提出

3
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图 1.1: Kane-Mele模型的边缘态计算。(a)量子自旋霍尔相;(b)平庸能带绝缘相。

图片取自文献(Kane and Mele, 2005a)

了能带反转机制对于形成QSH的重要意义。之后不久，德国实验组就在该量子

阱结构中第一次实现了QSH效应(König et al., 2007b)。

对于QSH态这类非平庸拓扑相，Kane等人提出了Z2的拓扑分类：当Z2 =

0时，系统为拓扑平庸相；当Z2 = 1时，系统为拓扑非平庸相。在表面态上反映

为，当表面态在k ∈ [0, π]路径上穿过费米面奇数次时（如图1.1(a)），Z2 = 1；当

表面态在k ∈ [0, π]路径上穿过费米面偶数次时（如图1.1(b)），Z2 = 0。

在数学上，Kane等人最早提出了Pfaffian的方法计算Z2，但是该方法计算

复杂，且依赖波函数的规范。L.Fu等人指出，当系统具有空间反演对称性时，

Z2可以由四个TRIM点上的占据态波函数的宇称乘积得到(Fu and Kane, 2007)，

具体计算公式为，

(−1)ν =
∏
nj=01

δn1n2 (1.2)

δnj
=

N∏
m=1

ε2m(Γnj
) (1.3)

其中N等于占据态数目的一半，ε2m(Γn)代表第n个TRIM点上第2m条占据态

的宇称。当ν为偶数时，Z2 = 0，为平庸拓扑相；当ν为奇数时，Z2 = 1，为非平

庸拓扑相。随着拓扑能带论的发展，这种计算拓扑不变量的形式被推广到了其

它拓扑相的不变量计算，包括三维拓扑绝缘体的Z2和部分拓扑晶体绝缘体的拓

扑指标。三维拓扑绝缘体是QSH的推广(Fu et al., 2007)，其拓扑性质由四个Z2拓

扑数决定，包括一个强拓扑数和三个弱拓扑数，具体计算公式为，

4



第一章 绪论

图 1.2: 由TRIM点宇称计算三维拓扑绝缘体的z2。(a)TRIM点的宇称与对应的拓

扑数；(b)与(a)图相对应的表面态连接方式。图片选自文献(Fu et al., 2007)

(−1)ν0 =
∏

nj=0,1

δn1n2n3 (1.4)

(−1)νi=1,2,3 =
∏

nj 6=i=0,1;ni=1

δn1n2n3 . (1.5)

νi的奇偶性决定了四个Z2拓扑数以及各个方向的表面态连接方式。例如图(1.2)，

(a)图中的第一种情况沿z方向投影，(001)表面布里渊区的四个TRIM点宇称相

同，因此不存在狄拉克锥型表面态；第二种和第三种情况的(001)表面布里渊区

有偶数个宇称为负的TRIM点，为弱拓扑绝缘体，在宇称相反的两个TRIM点之

间存在拓扑非平庸的表面态；最后一种情况八个TRIM点的宇称乘积为负，是

强拓扑绝缘体，那么沿着任何一个方向投影，都会得到奇数个狄拉克锥型表面

态。

对于没有中心反演的体系，我们依然可以采用另外一种更普适的计算方法，

Wilson-loop方法(Yu et al., 2011)。可以通过计算占据态波函数的瓦尼尔函数心

在封闭的布里渊区中的缠绕数，给出体系的拓扑不变量以及很直观地判断拓扑

表面态的演化方式。

1.1.2 拓拓拓扑扑扑晶晶晶体体体绝绝绝缘缘缘体体体

除了时间反演对称性保护的Z2拓扑绝缘体，还有一类非常重要的拓扑绝

缘体由晶体对称性保护。第一种被发现的拓扑晶体绝缘体是SnTe(Hsieh et al.,

5
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图 1.3: 拓扑晶体绝缘体SnTe的电子结构。(a)体布里渊区以及沿(001)投影的表

面布里渊区；(b)L点附近的体能带投影；(c)(001)方向的表面态slab计算结果；

(d)(001)方向的表面态费米面,以及随着能量的变化费米面的lifshiz相变。图片选

自文献(Hsieh et al., 2012)

2012; Tanaka et al., 2012)，它的拓扑是由镜面对称性保护的。从SnTe的费米面

附近能带投影（图1.3（b））可以看出，在L点附近能带发生反转，通过计算时

间反演不变点处的宇称本征值，发现它的Z2拓扑不变量等于0，从Z2的拓扑分

类来讲是平庸的。这是很显然的事情，因为在整个布里渊区中存在四个L点。

L.Fu等人发现在布里渊区的镜面上可以定义另外一种叫镜面陈数的拓扑不变量，

镜面陈数由以下公式给出，

Cm =
C(i) − C(−i)

2
(1.6)

即镜面本征值为i的占据态波函数与镜面本征值为−i的占据态波函数陈数之差

模2。对于有时间反演对称性的系统，时间反演算符会使得两个子空间的镜面

陈数相差一个负号，因此系统的总陈数为零。通过计算发现SnTe的镜面陈数等

于2，因此从晶体对称性的拓扑分类上来讲，该体系依然是拓扑非平庸的。从

图1.3（c）的表面态计算结果来看，在镜面路径X̄ − Γ̄− X̄上有两个Dirac锥型螺

旋表面态，这与镜面陈数相对应。从图1.3（d）的不同能量费米面可以看到表
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第一章 绪论

图 1.4: (a)KHgSb的沿z轴的半个晶胞结构；(b)晶体结构沿z方向的俯视图；(c)体

布里渊区以及沿侧表面投影的表面布里渊区。图片选自文献(Wang et al., 2016)

面Dirac锥的Lifshitz相变。

2016年，王志俊等人提出了另外一种由非简单晶体对称性保护的拓扑绝缘

体(Wang et al., 2016)，并提出KHgSb是实现该拓扑晶体绝缘体的理想材料，其

拓扑表面态存在特殊的沙漏型结构。这一预言很快被ARPES实验所证实。

KHgSb体系的晶体结构如图1.4(a)所示，属于194号空间群(P63/mmc),其点

群对称性为D6h。空间群的生成元包括时间反演T，中心反演I，三度旋转C3z，

镜面反射My,滑移镜面反射M̃x = Mx|(0, 0, 1/2)。由第一性原理计算得到的电子

结构显示在布里渊区的Γ点和A点附近能带发生反转，因此该体系很有可能处于

拓扑非平庸态。通过计算(010)侧表面的表面态(如图1.5)，发现有类似于Z2型的

非平庸的拓扑表面态连接着价带和导带。与Z2拓扑表面态不同的是，该拓扑表

面态的连接方式还与晶体对称性有关。例如图1.5(a)中的Z̃−Γ̃路径，在该路径上

保持滑移对称性M̃x = Mx|(0, 1/2), 由于M̃x
2

= −1|(0, 1)，其本征值为±ieikz/2。

在Γ̃点kz = 0，时间反演操作使得Kramers对的滑移镜面操作本征值为+i和−i。

同理，在Z̃点Kramers对的滑移镜面本征值同为+1或者−1。所以在该路径上的

能带连接方式只能是图1.5中的(c)和(d)两种情况。(c)的连接方式类似于Z2拓扑

绝缘体的表面态，(d)的连接方式被称为沙漏型费米子。通过计算滑移面的上

的wannier函数心演化，可以判断该路径上的表面态属于哪种连接方式。同理，
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图 1.5: (a)KHgSb的(010)面表面态； (b)修正表面化学势之后的(010)表面态；

(c)(d)分别是Z̃ − Γ̃路径上表面态的两种可能的连接方式。图片选自文献(Wang

et al., 2016)

其它路径上的拓扑表面态演化方式也可以通过计算滑移面陈数得到。对于Z̃ −

Ũ路径，由于保持TM̃x对称性，且该算符为反幺正的，类似于时间反演算符，

所以在路径上任一k点都有Kramers简并。

1.1.3 d− 2维维维拓拓拓扑扑扑晶晶晶体体体绝绝绝缘缘缘体体体

Z2拓扑绝缘体和拓扑晶体绝缘体都是一类d维体态绝缘，d − 1维的边界或

表面上导电的拓扑态。最近，d− 2维拓扑边界态的概念得到了广泛的研究(Song

et al., 2017; Benalcazar et al., 2017a; Langbehn et al., 2017; Benalcazar et al.,

2017b; Schindler et al., 2018b,a; Yue et al., 2018)，即体态和表面态都是有能

隙的绝缘态，但是在棱上存在无能隙的拓扑导电态。已经被提出的材料包括拓

扑晶体绝缘体SnTe，单质Bi，以及磁性掺杂Sm的Bi2Se3体系。对于这一类拓扑

绝缘体，本质上也是由晶体对称性保护的。例如，SnTe的螺旋型棱态由时间

反演对称性和四度旋转对称保护，如图1.6(a)，在四度旋转下表面态的质量项

变号，在两个表面的棱上存在质量项为0的螺旋边界态(图1.6(b))。对于磁性掺

杂Sm的Bi2Se3体系，如图1.6(c)，磁性破坏了时间反演对称性，在自旋极化方

向的上下表面引入符号相反的质量项，TI的狄拉克锥形螺旋表面态打开能隙，

在两个表面的交界处存在手征性棱态（如图1.6(d)）。 最近，Frank Schindler等

人通过第一性原理计算和STM实验首次在单质铋中证实了螺旋型一维棱态的存
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图 1.6: 在三维拓扑绝缘体中，由对称性保护的一维棱态。(a)由四度旋转对

称性保护的螺旋型拓扑棱态。(b)螺旋型棱态(HS)的能量色散示意图，其中体

态(BS)和表面态(SS)都存在能隙。(c)由镜面对称性保护的一维手征型棱态，其

中内禀磁矩方向垂直于镜面。(d)手征型棱态的能量色散示意图。图片选自文

献(Song et al., 2017; Yue et al., 2018)

在。

1.1.4 轴轴轴子子子绝绝绝缘缘缘体体体

轴子绝缘体(Axion insulator) 是最近比较流行的另外一种拓扑绝缘体。轴

子场最初是为解决量子色动力学中的强CP破缺问题而引入的。而在凝聚态物理

中，轴子场可由拓扑量子场论的语言描述。其对应的拉矢量形式为，

Sθ =
θe2

4π2

∫
dtd3xE ·B (1.7)

式中 E 和 B 是经典的电磁场。与经典的电动力学不同，该项描述的是电磁场

耦合项，对应的物理效应是拓扑磁电响应(TME)，即纵向磁场在轴子绝缘体的

表面将诱导纵向的电极化量，而纵向的电场将诱导同向的自旋极化。其响应系

数为上式中的θ角，又被称为轴子场。除了TME，轴子绝缘体的表面还可以存在

半整数的量子霍尔效应。
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对于一般的轴子绝缘体，θ角具有2π的周期。由于E ·B在时间反演或者空间

反演下为奇函数，所以对于时间反演或者空间反演体系，θ角只能取0或π。Z2拓

扑绝缘体就是一种θ = π的特殊的轴子绝缘体，当拓扑绝缘体的表面打开能隙

时，可以在实验上观察其表面的半整数量子霍尔效应。

θ角在拓扑学上对应第二类陈数，在固体物理中其具体计算形式由祁晓亮等

人基于Chern-Simons场论导出。后来Ari M. Turner等人((Turner et al., 2012))在

研究空间反演不变的磁性体系的拓扑分类时提出，θ角可以简单的由八个空间反

演不变点上占据态宇称的乘积得到。其分类形式如图(1.7)。 对于某些轴子绝缘

体，当表面态打开能隙后，可以在棱上存在由晶体对称性保护的一维棱态。
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1.2 拓扑半金属

最近几年，拓扑半金属成为了凝聚态物理领域的研究热点。与拓扑绝缘体

不同，拓扑半金属是指在费米面附近的最低非占据导带和最高占据价带之间存

在零能隙的简并点或线，这些简并一般是由晶体对称性或者平移对称性保护的，

在其表面也会存在非平庸的拓扑表面态。根据简并点附近的低能有效物理，拓

扑半金属又可以分为外尔半金属、狄拉克半金属、Nodal-line半金属以及其它新

型的存在高度简并点的半金属。本节将基于最简单的模型来分析几种半金属的

特征。

1.2.1 外外外尔尔尔半半半金金金属属属

外尔半金属是指在三维布里渊区中费米面附近存在零能隙的二度简并点，

一般情况下在简并点附近的两条能带是线性交叉。该交叉点的低能激发准粒子

被称为外尔费米子，其低能哈密顿量为H =vk · σ ，式中v的符号代表外尔费米

子的手征。很明显在式中无法加入任何微扰的质量项打开两条能带的能隙，微

扰项只会引起外尔费米子位置的移动，所以在三维空间外尔半金属的拓扑是稳

定的，只由平移对称性保护。相对来说，二维空间中的二度简并点是不稳定的，

只要在二维平面的法向引入质量项就可以打开能隙。由外尔半金属的定义可知，

形成简并点的两条能带均是单重简并，所以时间反演乘以空间反演对称性需被

破缺，这也是筛选预测外尔半金属材料的重要原则。 2011年，万贤刚等人认为

在非线性反铁磁材料Y2Ir2O7中存在外尔费米子(Wan et al., 2011)，并提出了外

尔半金属的表面态存在独特的弧型费米面（即费米弧），这是外尔费米子存在的

重要证据。随后，徐刚等人也在另外一种铁磁性材料HgCr2Se4中预言了高陈数

外尔费米子的存在(Xu et al., 2011)。由于这两种材料的独特磁性结构，很难利

用现有的ARPES实验条件准确验证其低能电子结构和费米弧。所以，从实验的

可验证角度来讲，保留时间反演但破坏空间反演对称性显得非常重要。 2014年

底，翁红明等人通过计算提出在TaAs等四种非中心对称体系中可能存在外尔费

米子(Weng et al., 2015)，并计算出了其表面态中连接外尔点的费米弧，TaAs等

系列材料很快被ARPES实验组相继证实为外尔半金属体系。第一性原理计算表

明，在不考虑SOC时，在TaAs的布里渊区的几个镜面上存在由对称性保护的线

节点，加入SOC使线节点打开能隙，退化成了12对孤立的二度简并点，即外尔

点，其分布如图1.8(a)所示。 由经典电动力学可知，在实空间中磁单极子不存

在。但是在参数空间中，比如周期性体系的倒格子空间，可以定义贝利曲率。
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由外尔点的哈密顿量可以很容易证明，在外尔点附近贝里曲率发散，如果把倒

空间中的贝里曲率当做磁场，那么外尔点可以等价为倒空间中的磁单极子，如

图1.8(b)。此时在外尔点附近的布里渊区中可以定义一个有全能隙的封闭曲面，

当该曲面包裹住一个手性为n的外尔点时，由高斯定理可知，贝利曲率对该曲面

的积分等于2nπ，即该曲面的陈数为n。因此，外尔半金属又被称为陈半金属。

如图（1.9），当外尔点投影在表面布里渊区时，同样可以定义一个圆环，当它

包住一个外尔点时，绕着圆环将会有一条无能隙的手征表面态穿过费米面；当

圆环同时包住两个手性相反的外尔点时，圆环内部的总陈数为零，没有或者有

偶数条手性相反的表面态穿过费米面。所有这些圆环上的表面态都会贡献费米

面上的一个点，所有的点连接起来就构成了连接两个外尔点的费米弧。

1.2.2 狄狄狄拉拉拉克克克半半半金金金属属属

狄拉克半金属是一种费米面为四度简并点的半金属体系，其低能激发谱由

一个四乘四的无质量狄拉克方程描述。2012年，王志俊等人提出在Na3Bi体系

中存在由对称性保护的狄拉克费米子(Wang et al., 2012)。该准粒子的低能有

效模型可以写为H = v
∑

i=x,y,z τzkiσi。因此狄拉克费米子可以认为是两个手性

相反的外尔费米子的直和，在费米能上是四度简并。一般情况下，两个外尔点

之间有耦合质量项，因此该四度简并点不稳定，会被SOC等打开能隙。但是在

一些特殊的对称性要求下，该耦合项是禁闭的，狄拉克点可以稳定存在。例如

在Na3Bi体系中，在三度旋转轴上形成反带的两支二度简并能带属于不同的不可

约表示，因此他们之间的无法打开能隙，该狄拉克点C3对称性保护。

与外尔半金属不同，狄拉克点是由一对手性相反的外尔点直和得到，其陈

数等于0，所以狄拉克半金属的表面态费米面不会出现像外尔半金属那样的开

放型费米弧。但是在额外的对称性要求下，其表面态费米面可以出现两支费米

弧组成的封闭型费米面。如在Na3Bi体系中，两个狄拉克点之间由镜面对称性联

系，kz = 0的镜面陈数等于1，在两个狄拉克点之间存在非平庸的表面态(如图

1.10)。狄拉克半金属是研究拓扑相变的理想平台，对于Na3Bi而言，引入中心反

演破缺或者时间反演破缺都会使每条能带的Kramers简并解除，进而使Dirac点

劈裂为两个Weyl点，费米面上形成两个开放的费米弧，如图 1.10(d)所示。如果

破缺C3对称性的话，Dirac点将打开能隙，形成Z2拓扑绝缘体。
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1.2.3 Nodal-line等等等新新新型型型拓拓拓扑扑扑半半半金金金属属属

如图(1.11)（a）(b),外尔费米子是能带二度简并的准粒子，狄拉克费米子是

能带四度简并的准粒子。当一条一维表示的能带和一条二维表示的能带发生偶

然交叉时，其简并点必然打不开能隙，其形成的准粒子低能色散由图(1.11)（c）

描述。最近这种新型费米子已经由ARPES实验在MoP(Lv et al., 2017)和WC(Ma

et al., 2018)体系中得到证实。

另外，当费米面附近的能带发生交叉，同时两条能带在某个二维平面上属

于不同的对称性表示时，同样打不开能隙，形成如图(1.11)(d)示意的节点线半金

属(Nodal-line semimetal)或节点链半金属(Nodal-chain semimetal)等。对于Nodal-

line半金属，围绕节点线的封闭路径c，可以计算得到非平庸的贝里相位π。其计

算公式为(Yu et al., 2015)，

γ =

∮
C

A(k) · dk (1.8)

而在nodal-line半金属的表面上存在形如图1.12鼓膜结构的拓扑表面态。
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1.3 主要研究内容与论文结构

本文的主要研究内容为，关联体系中的外尔半金属。在第二章，我们主要

介绍几种弱关联的外尔半金属材料，包括YCoC2中的Nodal-line半金属性和外

尔半金属性、钙钛矿结构材料HgPbO3中铁电诱导的外尔半金属相和层状蜂窝

结构的铁磁材料Co3Sn2S2的外尔半金属性以及反常霍尔效应。在第三章，将介

绍LDA+Gutzwiller计算方法和重费米子体系中的外尔半金属态。我们采用第一

性原理结合Gutawiller方法对重费米子体系 CeRu4Sn6进行了研究，发现该材料

中可能存在另外一种比较特殊的外尔费米子态，并研究了相互作用对该准粒子

态的影响。最后，在第四章对整篇论文进行总结。
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图 1.7: 磁性中心反演体系的拓扑分类。(a)当八个TRIM点上的宇称为-1的占据

态总数为奇数时，体系为金属或者外尔半金属态。(b)当kz = 0平面与kz = π平

面的四个TRIM点的宇称分布相同，并且宇称乘积都为-1，体系在xy面上存在陈

数为奇数的霍尔电导。(c)八个时间反演不变点处共奇数对宇称为-1的占据态，

体系为θ = π的轴子绝缘体。(d)ky = 0平面四个TRIM点宇称与ky = π面内四

个TRIM点宇称相反，体系在y方向存在有限的电极化量。图片选自文献(Turner

et al., 2012)
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图 1.8: (a)TaAs的外尔点在布里渊区中的分布；(b)外尔点所在平面的贝利曲率

分布，其中小插图是外尔点附近发散的贝里曲率。图片选自文献(Weng et al.,

2015)

Fermi arc

Bulk FS

图 1.9: 在外尔半金属表面，手征表面态连接两个手性相反的外尔点，在费米面

上形成费米弧。图片选自文献(Xu et al., 2017)
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图 1.10: (a)(001)方向的表面态色散；(b)（010）方向的表面态色散；(c)(010)表

面的费米面和自旋分布情况；(d)Zeeman场破缺时间反演对称性之后的费米面。

图片选自文献(Wang et al., 2012)

图 1.11: (a)二度简并的外尔点的低能线性色散；(b)四度简并的狄拉克点的低能

线性色散；(c)由单重简并和二度简并的能带交叉形成的三重简并点；(d)Nodal-

line半金属在高对称面上形成的节点线。
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图 1.12: Nodal-line半金属的鼓膜状拓扑表面态。
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第第第二二二章章章 弱弱弱关关关联联联体体体系系系中中中的的的外外外尔尔尔半半半金金金属属属

2014年，我们组翁红明等人通过第一性原理计算，预测非中心对称的TaAs家

族是外尔半金属体系(Weng et al., 2015)，并给出了两类外尔点在三维布里渊区

中的精确位置。他们计算了布里渊区中贝利曲率的分布（如图1.8），可以看出

在外尔点附近贝利曲率是发散的，类似倒空间中的磁单极子。由于这类体系的

电子关联比较弱，平均场近似（LDA或GGA）即可以给出比较合理的基态电子

结构，所以该理论预言很快得到了实验的验证。目前，国内外已有多个实验组

通过ARPES实验测到了与理论计算相吻合的弧形表面态费米面(Lv et al., 2015;

Xu et al., 2015b)。随后，一系列外尔半金属材料相继被理论预测，包括在光学

超晶格体系(Lu et al., 2015)和声子晶体中的外尔玻色子态(Zhang et al., 2018c)。

本章节，我们主要介绍通过第一性原理计算预测的三种不同类型的弱关联外尔

半金属材料。
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图 2.1: YCoC2的晶体结构和布里渊区

2.1 YCoC2中的Nodal-line与外尔点

2.1.1 晶晶晶体体体结结结构构构与与与计计计算算算细细细节节节

如图2.1，YCoC2(Jeitschko and Gerss, 1986)属于底心正交晶系，对称性为Amm2，

38号空间群。我们在计算中采用实验提供的晶格参数a = 3.541Å，b = 4.515Å,

c = 6.032Å。 Y原子占据 2a(0, 0, 0)，Co原子占据2b(0.5, 0, 0.3856)，C原子占

据 4e(0.5, 0.345, 0.2086)。该空间群的生成元包括镜面Mx和My。在计算中我们基

于V ASP软件包 (Kresse and Hafner, 1993; Kresse and Furthmüller, 1996)，采用

了GGA-PBE型交换关联势 (Perdew et al., 1996b)。基于第一性原理计算和模型

分析，我们提出非中心对称体系YCoC2是一类很有意义的拓扑半金属材料。在

不考虑SOC时，该体系是一种X型的Nodal-line半金属态，两个Nodal-line分别受

两个互相垂直的镜面保护，并且两个环相内切。在考虑SOC时，与TaAs和HfC(Yu

et al., 2017)等材料类似，两个Nodal-line分别打开能隙，并退化成了十对外尔

点。

2.1.2 Nodal-line半半半金金金属属属态态态

在不考虑SOC时，体能带在Z点附近形成反带交叉，主要成分为Co的3d轨

道和C的 2p轨道。通过计算，我们得到两条能带在镜面k3 = π和镜面k1 = k2上

属于镜面本征值不同的两种不等价不可约表示，因此在这两个镜面上，反带交

叉受到镜面对称性保护，形成两个Nodal-line。

基于wannier90软件包(Mostofi et al., 2008)，我们可以把费米面附近的体能

带投影到了原子轨道上，即Co的3d轨道、Y的4d轨道和 C的2p轨道，得到实空
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图 2.2: (a)YCoC2的非soc能带结构；(b)两个Nodal-line在布里渊区中的示意图；

(c)(d)基于紧束缚哈密顿量，计算得到的Nodal-line在两个镜面(c) k1 = k2 (d)

k3 = π 上的精确位置与形状。

间中的紧束缚哈密顿量。通过简并点搜索，可以得到两个Nodal-line在布里渊区

中的精确位置（如图2.2），并且这两个环线在kz = π面上相切。为了验证这一

点，我们基于Z的点群对称性做了k·p展开。

HZ(k) = ε0(k) + d1(k)σx + d2(k)σy + d3(k)σz, (2.1)

Z点的小群是C2v，包括镜面 Mx : (x, y, z) → (−x, y, z)，和镜面 My :

(x, y, z) → (x,−y, z)。在不考虑SOC时，体系的时间反演算符可以写为 T = K，

此时满足 T 2 = 1。在该点群的限制下，kp哈密顿量满足如下关系，

T HZ(k)T −1 = HZ(−k), (2.2)
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MxHZ(k)M−1
x = HZ(−kx, ky, kz), (2.3)

MyHZ(k)M−1
y = HZ(kx,−ky, kz), (2.4)

方程 (2.2) 要求 d2(k) 是关于k的奇函数, 而 d1,3(k) 是关于k的偶函数。由第

一性原理计算可知，形成反交叉的两条能带的不可约表示属于不同的镜面本征

值，因此镜面操作的矩阵表示可以写成 σz。近似到k的二阶项，哈密顿量可以

写成，

HZ(k) = ε0(k) +

 d3(k) bkxky

bkxky −d3(k)

 (2.5)

其中 ε0(k) = a0 + a1k
2
x + a2k

2
y + a3k

2
z , d3(k) = c0 + c1k

2
x + c2k

2
y + c3k

2
z。式中的参

数 ai ci and b 可以通过与第一性的能带拟合得到。

通过简单分析可以发现，当系数c0 > 0 并且 c1,2,3 < 0的时候，Z点的两条能

带发生反交叉。在 kx = 0平面上，两条能带的交点由方程 (2.6)的解给出，

c0 + c2k
2
y + c3k

2
z = 0 (2.6)

在ky = 0平面上, 两个能带的交点由方程 (2.7)的解给出。

c0 + c1k
2
x + c3k

2
z = 0 (2.7)

这两个方程的解分别是 ky-kz 面和 kx-kz 面内的两个环线。同时，(0,0,kz =

±
√
−c0
c3

)为两个方程共同的解，即两条环线在这两个点处相连。基于以上k · p模

型，我们也很容易证明在布里渊区中，不可能存在其它的能带交点。对于哈密

顿量 (2.5)，其本征值的通解为，

E = ε0(k)±
√

(d3(k))2 + (bkxky)2 (2.8)

能带交叉意味着 (d3(k))2 和 (bkxky)
2 都等于0。第二项要求 kx = 0 或

ky = 0，带入到第一项即可得到上面两个方程2.62.7。根据与第一性计算的拟

合结果,模型的系数为： a0 = 0.3651, a1 = 0.6704, a2 = 0.5019, a3 = −2.0301,

b = 44.1078, c0 = 0.2203, c1 = −2.6212, c2 = −0.5063，c3 = −5.0572.
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图 2.3: (a)YCoC2的加soc能带结构；(b)十对外尔点在简约布里渊区中的位置示

意图；(c)-(e)在三类外尔点附近的能带色散。

2.1.3 外外外尔尔尔半半半金金金属属属态态态

对于一般的Nodal-line半金属态，在考虑自旋轨道耦合之后，体系的拓扑性

质有四种可能：（1）在特殊的镜面上，发生反交叉的两条能带在镜面上（包括

滑移面）属于不同的双群表示，Nodal-line依然存在；（2）两条能带的双群表示

相同，Nodal-line打开能隙形成拓扑绝缘体。（3）Nodal-line打开能隙形成平庸的

绝缘体；(4)Nodal-line打开能隙，但是在一些孤立的点处存在简并，即外尔点。

从LDA+SOC的计算结果2.3(a),我们可以看出在所有的高对称路径上能带都打开

了能隙。基于wannier90得到的紧束缚哈密顿量，利用wanniertools软件包可以很

快捷地确定整个布里渊区中是否存在外尔点。结果表明对于YCoC2体系，在整

个布里渊区中一共存在十对外尔点，这十对外尔点又可以分为互不等价的三类，

每一类都可以通过对称性操作联系起来。另外，定义一个包裹外尔点的封闭曲

面，通过计算该曲面的陈数可以得到每一个外尔点的手性。它们在布里渊区中

的位置如图2.3(b)，坐标如表格2.1。
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从这三类外尔点附近的能带色散图2.3(c-e)可以看出，第一种外尔点WP1和

第二种外尔点WP2沿着某个方向的色散，价带和导带斜率相同，属于Type-II型

外尔点。而第三种外尔点WP3则属于Type-I型外尔点。Type-II型外尔点的特征

在文献(Soluyanov et al., 2015)中已做了比较详细的研究，由于其破缺了洛伦兹

不变性，在输运上表现为各向异性的手征反常现象。

表面态的费米弧型费米面是外尔半金属的最重要特征，同时也是实验上判

断Weyl半金属的重要证据。我们采用格林函数方法(Wu et al., 2017)，分别计算

了三类外尔点所在能量处的表面态，如图2.4所示。从费米面可以看出，Type-

II型外尔点处在电子包和空穴包相接的位置，而Type-I 型的外尔点是费米面上

的一个孤立的点。所以从Type-I的表面态可以很清晰地看到费米弧连接着两个

相反手性的外尔点。而Type-II的费米弧紧贴在电子包或者空穴包的边缘，在实

验上很难与体态区分开。即便如此，我们依然可以在表面布里渊区定义一条路

径，使得只在外尔点处有激发，而在外尔点附近存在能隙，如图2.4(a)(d)所示，

这样就可以从表面态色散看到外尔点附近的狄拉克锥形体态以及形成费米弧的

拓扑表面态。

考虑到在费米面附近，能带的主要成分包括Co的3d电子，具有一定的关联

相互作用。为了验证该外尔半金属的拓扑稳定性，我们做了LDA+U+SOC计

算。从能带结构（如图2.5）上可以看出，在很大的相互作用范围内，能带只

发生了一些简单的变形，但是形成外尔点的反带依然存在，这说明外尔点并不

会消失，只是在布里渊区中的位置发生了变化。

2.1.4 小小小结结结

通过第一性原理计算和模型分析，我们提出了关联体系YCoC2可能是一种

拓扑半金属。在不考虑自旋轨道耦合时，体系属于由镜面保护的Nodal-line半金

属。加入自旋轨道耦合项，Nodal-line退化为十对外尔点，包括Type-I和Type-

II外尔点两种类型。从表面态可以看到Weyl半金属特有的费米弧，以及Weyl点

表 2.1: 三类外尔点在布里渊区中的坐标及能量

外尔点 位置 (Å−1 ) 能量 (eV)

WP1 (0.8519, 0.1727, 0.2655) 0.1368

WP2 (0.8250, 0.5804, 0.3265) -0.1513

WP3 (0.8715, 0.6826, 0.0000) -0.2174
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图 2.4: (a)WP1的能量处，沿着x方向投影的表面态费米面；(b)WP2的能量处，

沿着x方向投影的表面态费米面；(c)WP3的能量处，沿着z方向投影的表面态费

米面。(d)-(e)分别为与上面三张图中白色路径所对应的表面态色散。

附近的狄拉克锥型色散。同时，该体系的拓扑物性对于很强的关联相互作用

依然存在。另外实验上曾有报道称在4.2K左右该材料出现超导(Cigarroa et al.,

2014)，所以它也可作为拓扑超导材料的候选者。
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图 2.5: GGA+U+SOC计算的能带图。U的取值为1∼4eV。

2.2 铁电诱导的外尔半金属HgPbO3

铁电材料是一类在一定温度区间具有自发电荷极化的材料，由于电子的屏

蔽作用，铁电性在金属中很难被实验探测。2013年，物理所石友国等人提出金

属材料LiOsO3在低温下发生了铁电相变(Shi et al., 2013)，此后关于铁电金属的

研究一直备受关注。铁电材料在结构上的重要特征就是中心反演对称性破缺，

这一特性与外尔半金属材料很相似。因此，是否存在一种铁电诱导的外尔半金

属材料是一个很有意义的课题。2016年，我们与金属研究所陈星秋组合作，通

过第一性原理计算提出了钙钛矿结构的HgPbO3在低温下有可能是一种铁电半金

属材料，并且该材料在发生铁电相变的同时也伴随着拓扑相变。通过进一步计

算和实验验证，我们提出该体系是一种铁电诱导的外尔半金属。

2.2.1 铁铁铁电电电结结结构构构相相相变变变

1973年，HgPbO3第一次在600-1000◦C 和65千帕的高压下被合成。在高温

下，HgPbO3的顺电相为R3c对称性。通过声子谱计算，我们发现在低温下，
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图 2.6: (a)晶体结构与(b)布里渊区(c)非铁电相的声子谱计算(d)铁电相声子谱计

算(e)随着极化强度的增加，基态能量与非铁电相的能量差(f)计算得到的各铁电

相的极化强度。
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图 2.7: (a)-(d)中子散射实验测得的晶格常数和晶格体积随温度的变化。(e)-

(h)在室温和92K时，测得的CBED图谱

R3c结构的声子谱在Γ点附近出现了虚频（如图2.6(c)），即低温下该结构不稳定。

与虚频对应的是Γ−2声子模式，它代表阴离子O
2−与阳离子Hg2+沿c轴的振动模

式。而R3c结构在低温下是稳定的相，即铁电相。通过控制Γ−2声子模式的振幅，

我们可以得到能量最低的铁电相，即图2.6中的A11号结构。该结构也被物理所

相关实验组，通过中子散射实验(如图2.7(a)-(d))和汇聚束电子衍射(CBED)实

验(如图2.7(e)-(h)所证实。

27



关联电子材料中的外尔半金属研究

b

d

a

-1

0
E

-E
F

[e
V

]

-0.05

0

0.05

-0.05

0

0.05

c

T Γ T F Γ LΣ
-1

0

E
-E

F
[e

V
]

T Γ T F Γ LΣ

-0.05

0

0.05

-0.05

0

0.05

0 0

R c3 (GGA) R c3 (GGA)

R c3 (GGA+SOC) R c3 (GGA+SOC)

图 2.8: (a)(b)没有SOC时，顺电相和铁电相的能带结构。(c)(d)考虑SOC时，顺

电相和铁电相的能带结构

2.2.2 电电电子子子结结结构构构

在不考虑自旋轨道耦合时，铁电相和顺电相的能带结构很相似，在费米

面附近Hg原子的6s轨道与O原子的2p轨道交叉，在Γ − T路径上形成三重简并

点。考虑SOC时，该简并点打开能隙。对于R3c结构，能隙大概有7meV。而对

于R3c结构，能隙为5meV。由于铁电相破缺了中心反演对称性，在布里渊区中

的Kramers简并被解除。能带的Rasshba劈裂可以从能带图2.8(d)的 Γ-Σ或者Γ-

L路径看出。

对于顺电相，每条能带都是二度简并，我们通过计算得到体系的Z2为0，即

体系为平庸的半金属。对于铁电相，中心反演对称性破缺，体系很有可能是外

尔半金属。我们基于Wannier90得到了与第一性结果吻合很好的紧束缚哈密顿

量，并在整个布里渊区中搜索到了三对等价的Type-II型Weyl点。它们在布里渊

区中的位置如图2.9(a)-(c)所示。我们还研究了外尔点的出现和位置随着极化强

度的变化，如图2.9(d-e),随着铁电性增强，外尔点逐渐出现，在布里渊区中的位

置劈裂越来越大。

我们计算了外尔点能量附近的表面态能量色散和费米面，如图2.10，可以看

到外尔点处在空穴包和电子包相接的位置，并有弧形表面态与它们相连。
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图 2.9: (a)(b)(c)铁电相HgPbO3中，外尔点在布里渊区中的分布.(c)(d)外尔点随

着极化强度的演化。(e)对应A11结构的外尔点位置附近的能带演化过程。

2.2.3 小小小结结结

通过第一性原理计算结合实验，我们提出了在低温下HgPbO3是一类铁电

与外尔点共存的半金属。当温度降低至250K时，HgPbO3的对称性从R3c转变

为R3c，并产生三对外尔点。通过改变铁电极化强度，可以调控外尔点的位置，

这为研究功能型拓扑材料或器件提供了一个很好的平台。
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A
W B

A
W B

图 2.10: 铁电相HgPbO3的表面态计算。(a)(b)(001)方向投影得到的表面态费米

面与(c)(d)外尔点附近的色散。

2.3 铁磁外尔半金属Co3Sn2S2

在已被理论预言的拓扑外尔半金属中，绝大多数都是非磁性体系。目前还

没有一种磁性外尔半金属态被实验完全证实，一方面是由于磁性体系涉及到电

子的关联作用，很难被传统的平均场近似准确描述；另一方面是由于磁性体系

要求的实验条件更加苛刻，例如在ARPES实验过程中很难保证材料的磁矩不被

破坏。然而，磁性材料又是一类非常重要和有研究价值的体系。在拓扑绝缘体

的研究当中，磁性扮演了重要角色。实验上，已通过在拓扑绝缘体中掺杂磁性

原子，实现了量子反常霍尔效应。理论上提出，磁性外尔半金属同样可以产生

反常霍尔电导，只是反常电导并非量子化的，而是与外尔点的劈裂距离有关。

我们通过理论计算和输运实验以及ARPES实验，首次提出了Co3Sn2S2是一类具

有很大反常霍尔电导的磁性外尔半金属材料。

2.3.1 晶晶晶体体体结结结构构构与与与磁磁磁结结结构构构

Co3Sn2S2是一种层状的六角结构，属于166号空间群（R−3m）).如图2.11(a)所

示， Co3Sn2S2中的Co原子与最近邻的4个Sn原子和两个S原子形成了畸变的正
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图 2.11: (a)(b)Co3Sn2S2的层状kogome型结构(c)(d)输运实验测得的磁化率与横

向电导率。

八面体构型。Co和S原子分别占位9e (1/2, 0, 0)和6c (0, 0, 0.219)，两种不等

价的Sn原子分别占位3a (0, 0, 0)和3b (0, 0, 1/2)。CoSn4S2形成的八面体结构

在ab面内共面相接并在c轴方向共点相接。同时Co原子在ab面内形成Kagome层

状结构。

由图2.11(c)中的磁化率实验可以看出，该材料在低温下（T<174K）显示

沿c轴极化的铁磁行为，并且每个Co原子的磁矩大约为0.3µB。当T>174K时，体

系的磁化率转变为顺磁行为。另外在零场下的电输运测量实验显示，在很宽的

温度区间体系都表现出金属性质。

2.3.2 电电电子子子结结结构构构与与与拓拓拓扑扑扑相相相

我们通过第一性原理计算得到的原胞总磁矩大小约为1.0µB，这与实验值

非常吻合。在不考虑SOC时，从能带结构图2.12(a)可以看出L点附近的能带发生

了反转，贡献费米面的能带自旋极化朝一个方向，成分主要是Co的3d轨道，因

此这是一个典型的磁性半金属(Half metal)体系。通过分析L点附近能带的不可

约表示，我们发现L点附近的能带反交叉受到镜面对称性保护，形成了一个环
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绕L点的Nodal-line。

当考虑SOC以后，Nodal-line不在受镜面对称性保护打开能隙，并在整个布

里渊区中退化成了三对外尔点。这三对外尔点在三度旋转对称性和中心反演对

称性的操作下互相联系在一起。通过计算(001)方向的表面态，我们可以看到连

接外尔点的费米弧的一端，如图2.13。由于一些平庸体态的影响，(001)方向的

表面态很难看出费米弧的连接方式。对此，我们通过定义弯曲费米面的方法，

可以逐渐消除体态的影响进而判断费米弧的连接方式。在任意的k点，弯曲费米

面的定义为最高占据态与最低非占据态的中点，

Efermi(k) =
α

2
[Ev(k) + Ec(k)] (2.9)

其中α表示费米面的弯曲程度，当α = 1时，最高占据价带Ev与最低非占据导

带Ec关于费米面对称。计算结果如图2.14所示。

与中心反演对称破缺引起的Rashba劈裂不同，磁性体系中的外尔点来源于

自旋极化，即成对的外尔点来源于不同的能带形成的交叉，因此手性相反的外

尔点在布里渊区中的距离可以很远。通过固定Co原子上的磁矩大小，我们计算

了费米面附近等价外尔点的演化趋势，结果表明：随着自旋极化磁矩的减小，

外尔点沿着z轴方向互相靠近（如图2.11(f)）。

2.3.3 反反反常常常霍霍霍尔尔尔效效效应应应

反常霍尔效应是目前凝聚态物理领域最活跃的课题之一，最近的理论研究

指出反常霍尔电导与占据态电子波函数的贝利曲率有关(Fang et al., 2003; Yao

et al., 2004; Yang et al., 2011; Sodemann and Fu, 2015)。对于非磁性体系，时

间反演对称性使得k点处的贝利曲率与−k处的贝里曲率相差一个负号,即Ω(k) =

−Ω(−k)，所以贝里曲率对整个布里渊区的积分等于0。而对于磁性体系，时间

反演对称性破缺，贝里曲率对k的积分可以产生非零的反常霍尔电导。

对于磁性陈绝缘体，贝里曲率对整个布里渊区的积分为2π的整数倍，即其

反常霍尔电导是量子化的。对于磁性外尔半金属，由于在外尔点附近的贝里曲

率是发散的，所以当外尔点处在费米面附近时，将贡献很大的反常霍尔电导，

而整个布里渊区中贝里曲率贡献的反常霍尔电导不再是量子化的，其大小与手

性相反的外尔点之间的距离成正比(Burkov and Balents, 2011)。

基于wannier90得到的紧束缚模型，我们计算了Co3Sn2S2体系的反常霍尔电

导(AHC)。计算公式为(Fang et al., 2003; Yang et al., 2011),
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图 2.12: (a)LSDA计算得到的能带结构；(b)LSDA+SOC的能带结构；(c)采用结

构优化的参数计算得到的(001)方向表面态费米面；(d)外尔点附近的能带色散；

(e)计算得到的反常霍尔电导随局域磁矩的变化曲线；(f)外尔点在布里渊区中的

位置随局域磁矩的变化。
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图 2.13: 在外尔点能量处的（001）方向表面态费米面，以及在外尔点附近的表

面态色散。

σxy = −2πe2

h

∫
BZ

d3~k

(2π)3

∑
n

fn(~k)Ωz
n(~k) (2.10)

其中 fn(~k)为费米狄拉克分布函数，n是占据态能带指标。贝里曲率由久保

公式导出，

Ωz
n(~k) = −2Im

∑
m 6=n

〈Ψn~k|vx|Ψm~k〉〈Ψm~k|vy|Ψn~k〉
(Em(~k)− En(~k))2

(2.11)

其中 vx(y) 是速度算符。计算中在布里渊区中的撒点密度为 200×200×200。

通过计算我们发现，Co3Sn2S2的外尔半金属相具有非常大的反常霍尔电导，

数值达到-1310 Ω cm−1。同时我们还研究了反常霍尔电导随着磁化强度的变化，

如图2.12(e)。结果表明：在磁化强度比较弱时，AHC就已经非常强，随着磁化

增强，AHC近似线性增加，这与外尔点之间沿着z轴的劈裂距离演化趋势一致。

从AHC随费米能的变化来看(如图2.15)，在外尔点能量附近，反常霍尔电导达到

最大值，这也从侧面反映了AHC主要来源于外尔点的贡献。

人民大学雷和畅研究组(Wang et al., 2018b)和德国马普所C.Felser研究组(Liu

et al., 2018)分别对该材料进行了电输运测量，其测量结果与第一性计算结果基

本吻合。
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图 2.14: （001）方向的表面态费米面随着参数α的演化。

2.3.4 小小小结结结

通过第一性原理计算，我们对磁性半金属Co3Sn2S2的电子结构、拓扑性质

和反常霍尔效应进行了系统的研究。特殊的能带结构在布里渊区中一共存在三

对外尔点，其附近发散的贝利曲率贡献了很大的反常霍尔电导。通过与实验组

合作，这些结论已相继被实验证实。该工作将自旋电子学与拓扑紧密联系在一

起，为磁性拓扑材料的基础研究提供了平台。
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图 2.15: 费米能级附近1.0eV范围内的反常霍尔电导随局域磁矩的变化。
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(a) (b)

(c) (d)

图 2.16: Co3Sn2S2的AHC测量。H//c时， (a)霍尔电阻ρxy(µ0H)和(b)磁化强

度M(µ0H)曲线随温度的变化：内禀AHC随磁(c)化强度和(d)温度的变化。
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第第第三三三章章章 重重重费费费米米米子子子体体体系系系CeRu4Sn6中中中的的的外外外尔尔尔半半半金金金属属属态态态

最近十几年，拓扑学在凝聚态物理中的应用取得了非常大的成就。理论预

言、材料制备与实验探测相结合在拓扑绝缘体(Qi and Zhang, 2011; Hasan and

Kane, 2010)、拓扑半金属(Armitage et al., 2018)和拓扑超导体(Wang et al., 2015;

Zhang et al., 2018a)领域掀起了一次又一次研究热潮。其间，弱关联电子体系在

这些研究中扮演了重要的角色。由于弱关联电子材料的相互作用可以忽略，基

于单电子近似的第一性原理计算可以很准确的预测其基态电子结构。发展到目

前阶段，人们已经对单粒子拓扑图像有了很清晰的认识，基于拓扑能带指标理

论，国内外分别已经有三个研究组对几乎所有已知的弱关联非磁性材料体系进

行了高通量计算(Zhang et al., 2018b; Vergniory et al., 2018; Tang et al., 2018)，

把它们像打标签一样进行了拓扑分类。弱关联材料的好处是理论计算和分析相

对简单，可以很好的指导实验的进行，但是这一类材料中理想的拓扑体系毕竟

有限，也不能代表更一般的物理系统。对于物理学研究而言，系统每多一个自

由度就会衍生出更丰富多彩的物理现象。那么在更一般的强关联系统中是否存

在其它的拓扑性质一直是一个开放性课题。在拓扑绝缘体发展的过程中，人们

在 SmB6体系中提出了Z2的拓扑近藤绝缘体 (Dzero et al., 2010, 2012; Lu et al.,

2013)，在该材料中由f电子的强相互作用导致的奇异输运性质引起了人们很大

的关注(Kim et al., 2012; Jiang et al., 2013; Xu et al., 2013; Dzero et al., 2016)。

随后，拓扑近藤晶体绝缘体也被理论预测(Weng et al., 2014b)。

强关联电子体系在一直以来都是凝聚态物理的研究重点和难点。考虑到电

子的内禀自由度之间复杂的关联相互作用，其单电子近似不再是有效的理论，

必须以多体波函数作为完备基才能刻画粒子之间的相互作用。随着所研究的原

子数目或轨道数目的增加，描述关联电子的波函数空间维度呈指数型增长。基

于现有的计算资源，想严格求解一个真实的强关联电子系统显得很不现实。后

来人们基于一些合理的近似发展了很多多体计算方法来处理强关联材料，其

中与第一性原理结合起来比较成功的方法包括LDA+U(Anisimov et al., 1991,

1993; Liechtenstein et al., 1995)，动力学平均场方法(DMFT)(Georges et al., 1996;

Kotliar et al., 2006)，以及我们组提出的LDA+Gutzwiller方法(Deng et al., 2009,

2008)。本章主要介绍LDA+Gutzwiller计算方法及其在强关联拓扑材料计算中的

应用。
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3.1 LDA+Gutzwiller计算方法

Gutzwiller方法是一种通过变分求解多体哈密顿量基态的方法(Bünemann et

al., 1997, 1998)。其大概流程为：(1)从局域的单粒子轨道出发，构造出一组完备

的多粒子轨道基矢（即Fock基），并在这组基下写出带相互作用的原子部分的哈

密顿量。(2)求解原子哈密顿量，得到多体自然基。 (2)通过构造一组带权重的投

影子算符，把无相互作用的波函数投影在这组自然基上。(3)通过变分法调节投

影算子上的权重系数，使得能量高的原子组态权重降低、能量低的原子组态权

重升高，最终得到系统基态。(4)利用基态波函数求解物理量的期望值。下面我

们将详细介绍这一流程。

3.1.1 强强强关关关联联联电电电子子子体体体系系系的的的哈哈哈密密密顿顿顿量量量

第一性原理计算结合多体技术的哈密顿量形式一般可以写为，

HLDA+X = HLDA +Hint −Hdc (3.1)

其中单粒子部分为

HLDA = −
∑

< i, j > αβ

tαβij ĉ
†
i,αĉjβ (3.2)

相互作用部分为，

Hint =
1

2

∑
i,αβγδσσ′

Uασ,βσ′,γσ,δσ′c†ασc
†
βσ′cδσ′cγσ

Hdc代表LDA计算中对关联电子重复考虑的相互作用项。

3.1.2 Gutzwiller变变变分分分法法法求求求基基基态态态总总总能能能量量量

对于最简单的单带的Hubbard模型，当不考虑关联相互作用时，其基态波

函数为所有单粒子波函数所构成的 Slater行列式给出，此时每个多体组态的权

重相同。当考虑不同轨道直接的相互作用时，双占据组态的能量将高于两个单

占据组态，此时系统的基态更倾向于选择单占据态。对于形如式3.1的哈密顿量，

轨道内部的相互形式更加复杂，显然由LDA计算得到的单粒子波函数的Slater行

列式不再是它的基态波函数。此时，我们需要借助于一个投影算子重新构造系

统的基态波函数，即Gutzwiller波函数：
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|ΨG >= P̂ |Ψ0 > (3.3)

式中的投影算子P̂用来调节所有多体组态的权重大小，其定义为，

P̂ =
∏
iΓ

λiΓ |i,Γ〉 〈i,Γ| (3.4)

Γ代表原子组态，λiΓ代表该原子组态的权重。那么在该试探波函数下，

〈ĤG〉 =
〈ψG|Ĥ|ψG〉
〈ψG|ψG〉

=
〈ψ0|P̂ †ĤP̂ |ψ0〉
〈ψ0|P̂ 2|ψ0〉

(3.5)

在Gutzwiller近似下，由文献(Deng et al., 2009)，哈密顿量的期望值表达式

为，

〈H〉G =
∑

i 6=j;σ,σ′

tσ,σ
′

i,j ziσzjσ′〈C†iσCjσ′〉0 +
∑
i;σ

εiσn
0
iσ

+
∑
i,Γ

EiΓmiΓ

(3.6)

式中， miΓ 是多体组态 Γ的权重因子，

miΓ = 〈ΨG|m̂iΓ|ΨG〉 (3.7)

而ziσ是局域轨道相关的准粒子权重，其计算表达式为，

ziσ =
∑
Γi,Γ′

i

√
mΓi

mΓ′
i
Dσ

Γ′
iΓi√

n0
iσ (1− n0

iσ)
(3.8)

其中，Dσ
Γ′Γ =< Γ′|C†iσ|Γ >, 0 ≤ ziσ ≤ 1

由以上方程可以看出，能量的期望值是单粒子波函数与多体组态权重的泛

函形式，即EG = F(Φ0,mΓ). 基于能量的泛函表达式，对准粒子权重和单粒子

波函数分别变分可得，

∂EG
∂fnk〈ψnk|

= 0 (3.9)

∂EG
∂mΓ

= 0 (3.10)
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通过以上两个方程的自洽求解，我们可以得到系统的Gutzwiller基态波函

数|Ψ〉G，进而可测得物理量的期望值，

〈Â〉 = 〈Ψ̂G|Â|ΨG〉 (3.11)

LDA+Gutzwiller的计算流程如图3.1,

3.2 CeRu4Sn6中的外尔费米子态

最近几年，人们对非磁性重费米子材料CeRu4Sn6的研究逐步升温 Pöttgen

et al. (1997); Das and Sampathkumaran (1992); Brüning et al. (2010); Guritanu

et al. (2013); Sundermann et al. (2015); Wissgott and Held (2016)，由于传统的

平均场近似计算无法得到与实验一致的结果，国际上已有很多组通过多体技术

对其进行进一步研究，并提出了该体系中可能存在拓扑非平庸相。

我们采用上一节介绍的LDA+Gutzwiller方法，考虑到f电子的强相互作用，

对CeRu4Sn6进行了系统研究。提出CeRu4Sn6是一种关联外尔半金属体系。其费

米面附近的能带主要由Ce原子的4f电子和Ru的4d电子贡献，因此该外尔半金属

的外尔费米子有重费米子的特征。与弱关联外尔半金属相比，重费米子外尔半

金属有更丰富的物理。首先，重费米子的准粒子激发发生在极低温下，极低温

下的拓扑相变是一个很重要的课题。另外，与传统半导体相比，重费米子的能

量尺度很小，这使得其电子结构和拓扑相对外场的影响非常敏感。

3.2.1 晶晶晶体体体结结结构构构与与与计计计算算算细细细节节节

CeRu4Sn6 (Pöttgen et al., 1997)的晶体结构是体心四方格子，空间对称性

为 I 4̄2m (No. 121)，如图 3.2. 在计算中，我们采用实验晶格参数 a=b=6.8810

Å, c=9.7520 Å. Ce原子和Ru原子的位置分别为2a (0.0, 0.0, 0.0)和 8i (0.82938,

0.82938, 0.42107)；两个不等价Sn原子的位置为8i (0.82134, 0.82134, 0.70476)

和4c (0.0, 0.5, 0.0)。首先我们基于VASP软件包采用PBE-GGA 型交换关联势

得到了原胞的单粒子基态。然后基于wannier90软件包投影得到了单粒子紧束缚

哈密顿量，投影用到的的局域轨道基矢为Ce原子的4f和 5d 轨道，Ru原子的 4d

轨道，以及Sn原子的5p轨道。基于紧束缚哈密顿量，通过与第一性的结果拟合，

我们在Ce的4f轨道、Ru的4d轨道以及Sn的5p轨道上手动加入了在位的自旋轨道

耦合项，其大小分别为 0.096 eV， 0.160 eV 和 0.202 eV. 在LDA+Gutzwiller计

42



第三章 重费米子体系CeRu4Sn6中的外尔半金属态

求解 Kohn-Sham方程：

计算动能项

初始化

电荷密度与准粒子权重

构造 Gutzwiller 有效哈密顿量 G
LDAH

nknknkdck
G
LDA HP

n
z

z
EH 










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 ]ˆ)([
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


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E


 )(
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求解多体本征方程：
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
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否

是
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图 3.1: LDA+Gutzwiller的计算流程图。
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图 3.2: (a)CeRu4Sn6的晶胞结构与(b)三维布里渊区。

算中，我们考虑了Ce原子的4f轨道的在位相互作用，其大小为Ud = 5.0eV , 洪特

耦合强度为 Jh = 0.818eV (Thole et al., 1985)。系统的总的哈密顿量可以写为，

Htotal = HGGA +HSOC +Hint +HDC (3.12)

3.2.2 电电电子子子结结结构构构

在不考虑电子的关联时，我们对CeRu4Sn6进行了简单的GGA+SOC计算，

能带如图 3.4(a)。从其能带结构来看，费米面附近的导带和价带间接能隙为0，

在整个布里渊区都存在直接能隙，是一种半金属或者半导体。我们计算了此

时体系的拓扑指标，发现它是Z2 = 0的平庸体系。另外在费米面附近的能带

成分主要是Ru的4d电子和Ce的4f电子，其中f电子的占据数与实验值不符。通

过加入4f电子的关联相互作用，利用Gutzwiller变分法结合第一性原理重新计

算了该体系的准粒子电子结构，得到了该材料的准粒子能带和原子多重组态

等。能带如图3.4(b)所示。与GGA的计算结果相比，该结果主要由以下两方面

修正：(1)4f电子的j=7/2能带成分被推到了费米面以上1.2eV左右，而费米能附

近主要由4f的—j=5/2,jz=±1/2¿和4d电子占据；(2)4f轨道形成的准粒子能带宽

度减少了50%左右。这导致4f电子和4d电子在费米能附近产生反带，并且计算得

到的Ce的4f电子占据数大约为0.9，与实验结果（如图3.3）非常吻合。
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图 3.3: (a)PFY-XAS实验在低温下(Tk = 5K)测得的CeRu4Sn6的f电子组态以

及(b)其随温度的变化。图片选自文献(Sundermann et al., 2015)

3.2.3 外外外尔尔尔半半半金金金属属属态态态

考虑到该体系没有空间反演对称性，在反带附近很可能存在外尔点。我们

利用Wilson-loop计算方法(Yu et al., 2011)，在布里渊区中一共找到八对Weyl点，

它们在布里渊区中的分布位置如图3.5(b)-(d)。从外尔点附近的能带色散图3.5a可

以看出，八对外尔点包括第一类和第二类外尔点。同时我们还计算了整个布

里渊区中的贝里曲率分布，发现在八对外尔点所处的平面处贝里曲率是发散

的(图3.5(e-f)),进一步确认了外尔点的存在。

基于LDA+Gutzwiller的准粒子哈密顿量，我们分别计算了在（001）和（010）

表面的表面态。从图3.6的表面态结果可以看出，（001）表面的外尔点完全被体

态掩盖，从这个方向看不到费米弧。在侧表面，即（010）表面，投影的外尔

点被孤立的空穴包所掩盖，我们可以看到有弧形表面态从包内连出。如果在表
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图 3.4: (a)GGA+SOC得到的能带结构与由紧束缚哈密顿量计算的能带对比；

(b)LDA+Gutzwiller计算的能带。
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图 3.5: (a)外尔点附近的能带色散；(b)-(d)外尔点在三维布里渊区中的位置分

布；(e)-(f)两类外尔点所在平面的贝里曲率分布情况。
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面布里渊区的非激发区域定义一个封闭路径包裹住某一个内含外尔点的空穴包，

那么从该封闭路径的表面态色散可以判断出空穴包内的外尔点手性。

3.2.4 拓拓拓扑扑扑相相相的的的稳稳稳定定定性性性

由于重费米子的能带很窄，尽管我们在计算中采用了合理的相互作用参数，

并得到了与实验相吻合的局域轨道占据数，但是能带在很小的能量尺度内变化

就有可能导致反带解除，带来拓扑相的变化。因此，有必要检验该体系的拓扑

稳定性。相对于改变相互作用参数，准粒子能带结构对局域轨道占据数更加敏

感。如图3.7所示，我们在实验值附近将局域轨道占据数固定在0.8∼0.96之间，

得到了该体系的拓扑相图和相应的准粒子权重。结果表明，局域轨道占据数的

微小变化就可以使得体系的拓扑性质发生变化，但是在实验值（nf = 0.93）附

近,外尔点的存在比较稳定。

3.3 小结

基于第一性原理计算结合Gutzwiller变分方法，我们对重费米子体系的电子

结构进行了研究。相对于单粒子近似，4f局域轨道的强相互作用对准粒子的能

带进行了比较大的修正，并得到了与实验者吻合的Ce的价态。进一步研究表明，

重整化之后的能带结构发生了拓扑相变，并在费米面附近产生了八对外尔点。

从(010)方向的表面态计算结果，可以看到很明显的费米弧。另外，对于这一类

特殊的重费米子半金属，其拓扑性质对准粒子能带的扰动很敏感，为实验上实

现拓扑态的量子调控提供了平台。
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图 3.6: (a)(b)(001)表面的表面态费米面及外尔点在该方向的投影位置；

(c)(d)(010)表面的表面态费米面及连接外尔点的费米弧；(e)(g)沿着定义在(c)图

中的封闭路径得到的表面态色散；(f)(h)沿着定义在(d)图中的封闭路径得到的

表面态色散。
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50



第四章 总结与展望

第第第四四四章章章 总总总结结结与与与展展展望望望

在本论文中，我主要计算了一系列外尔半金属材料，包括多铁体系和重费

米子体系。

首先，我们提出在不考虑SOC的情况下，我们通过第一性原理计算得到YCoC2体

系是一种特殊的Nodal-line半金属，布里渊区中两个镜面上存在着镜面保护的

两个简并环线，它们在两个点处相切。在考虑自旋轨道耦合之后，两个Nodal-

line劈裂成三类不等价的外尔点，包括Type-I和Type-II型外尔点。从表面态的计

算结果我们可以看到连接外尔锥的费米弧，有望被ARPES实验验证。同时，该

体系还被发现是Tc=4.2K 的超导体，因此它的拓扑超导性也有待研究。

在第二章，我们还研究了多铁与拓扑共存的两个材料。对于铁电材料，我

们通过第一性原理计算提出了HgPbO3的铁电相变，并发现随着铁电极化强度

增强，体系将从平庸的半金属相变为外尔半金属。从表面态的计算结果，我们

可以分辨出连接外尔点的费米弧。对于该体系的铁电相变，已经初步被中子散

射实验和球差电镜实验所证实。对于其外尔半金属特征，还有待ARPES实验

和相关的输运实验所证实。对于反常霍尔电导的来源一直以来备受争议，最

开始理论上的主流观点认为反常霍尔效应来源于材料中的杂质散射（即外禀

机制）。后来随着拓扑物质态理论的发展，人们逐渐接受另外一种内禀机制的

解释，即反常霍尔电导来源于波函数的贝里曲率。我们与实验组合作发现铁磁

半金属Co3Sn2S2具有很强的反常霍尔电导，为了对此作出解释，我们做了系统

的理论计算。计算结果表明该体系是一类铁磁外尔半金属。同时，基于紧束缚

模型计算得到外尔点附近的贝里曲率呈发散行为，其对反常霍尔电导的贡献与

输运实验结果吻合，我们提出实验测得的巨大反常霍尔电导主要来源于体系的

拓扑性质。另外，通过固定材料的磁矩大小，我们发现反常霍尔电导与外尔点

的劈裂距离有关。这一工作为解释反常霍尔效应的来源提供了依据。铁电与铁

磁体是两类具有很大潜在应用价值的体系，我们把这两个概念与拓扑结合起来，

极大地丰富了对自旋电子学的研究。

在第三章，采用第一性原理与多体技术相结合的方法，我们第一次在重费

米子体系CeRu4Sn6中预言了外尔半金属态。与弱关联拓扑体系不同，重费米子

体系的电子有效质量非常大，相应的准粒子能带比较窄。这就导致了它与弱关

联拓扑体系有很大不同，例如CeRu4Sn6中的费米弧比一般的外尔半金属的费米
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弧都要长，其拓扑相对外界物理环境非常敏感等，这些特征都将引起独特的输

运行为，也为拓扑材料的量子调控提供了可能。

时至今日，拓扑材料搜索已进行得如火如荼，研究人员已经通过高通量计

算把几乎所有的弱关联材料计算了一遍，并为之打上“拓扑标签”，令人震撼。

但是，在多铁材料和强关联领域的拓扑材料搜索依然进展缓慢。一方面是由于

这些材料不具有规模和普遍性，只能进行逐个研究。另一方面是由于当前的计

算方法只适用于弱关联体系，强关联计算方法还有待进一步完善。随着拓扑能

带论的发展和完善，相信最近人们对于强关联和磁性体系的丰富拓扑性质研究

会逐步展开。
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