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摘 要

摘 要

在传统的控制理论框架中,被控对象是一些满足物理定律的“装置”,这些

“装置”没有自己的利益追求,比如汽车、飞机以及用于工业控制的设备等. 然

而我们面对的许多复杂系统却并非如此,比如由“人”组成的社会或经济系统

以及快速发展的智能控制系统等. 它们的一个共同特点是系统中存在有自身利

益追求的“理性个体”. 对这类系统的控制不能直接套用传统的控制理论,同

时这也超出了研究理性个体行为的博弈论的研究范围. 因此将博弈因素恰当的

融入到控制理论框架中具有重要意义. 这启发我们提出一种可以研究对有理性

个体参与的系统进行控制的理论框架,它将刻画理性个体行为的博弈模型融入

到控制系统中,从而扩展了控制理论中被控对象的范围. 这使得控制论可以被

更加广泛应用到许多复杂系统的调控中,比如市场的调控、公司管理或对许越

来越多的人造智能系统的控制等.

本文提出基于博弈的控制系统并研究了它的能控性. 主要内容如下:

(1) 首次给出了完整的基于博弈的控制系统框架以及纳什均衡能控性定

义, 将博弈因素融入到控制理论框架中, 大大拓展了控制理论的研究与应用范

围. 基于对有理性个体参与的控制系统的抽象, 我们提出基于博弈的控制系

统 (Game-Based Control System, GBCS):一个上层调控者和多个下层决策个体.

上层调控者作为宏观控制者，它首先给出自己的宏观控制策略,然后下层决策

个体通过选择自己的输入策略来优化各自的目标函数. 因此对于任何给定的宏

观策略,下层决策个体之间形成非合作博弈. 在 GBCS 中,一个基本的问题是:

调控者能否通过选择适当的宏观策略干预下层决策个体博弈形成的纳什均衡

来调控系统的宏观状态? 为了考察这个基本问题,我们引入了纳什均衡能控性

概念. 它是刻画 GBCS 的基本概念,是进一步研究系统其它控制性质的基础.

(2) 微分博弈可以用来刻画和研究非常广泛而重要的一类系统, 对这类系

统的控制构成典型的确定性博弈控制系统, 因此我们建立了这类 GBCS 的数

学模型以及能控性的定义. 首先我们给出了一般非线性 GBCS能控性的刻画,

将 GBCS 能控性问题转化为对应正倒向微分方程的部分能控性问题. 对一般

线性时变 GBCS , 我们通过研究相应线性时变正倒向微分方程部分能控性问
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题, 给出了 GBCS 能控的充分必要代数秩判定条件. 最后我们给出了线性定

常 GBCS 能控性更加简洁的矩阵秩判定.

(3) 由于复杂系统经常会受到内外随机因素等的影响, 因此我们进一步研

究了用随机微分方程描述的 GBCS 及其能控性问题. 首先我们给出了一般非

线性随机 GBCS能控性的刻画,将 GBCS能控性问题转化为对应正倒向随机微

分方程 (FBSDE)能控性问题. 然后对一般线性时变 GBCS,我们给出了系统能

控的充分必要代数秩判定条件. 最后给出了线性定常随机 GBCS 的能控性的

更加简洁的矩阵秩判定. 对于随机 GBCS,我们需要考虑正倒向随机微分方程,

这是该问题的难点所在.

(4) 不完全信息指某些信息未知或信息不对称, 这种现象无论是在控制系

统还是博弈模型中都经常出现,因此我们引入不完全信息GBCS.作为对这个方

向的初步探索, 我们考虑了宏观策略未知的不完全信息 GBCS.针对这种情况,

我们用鲁棒纳什均衡概念来刻画下层决策个体间博弈的均衡结果,并研究了这

类不完全信息 GBCS 的能控性问题.

关键词：非合作博弈，基于博弈的控制系统，纳什均衡，能控性，正倒向微分

方程
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Abstract

Abstract

In the traditional control theoretical framework, the plants to be controlled are

”devices” that satisfy the physical laws. These ”devices” do not have their own in-

terests, such as cars, airplanes, and industrial control equipment. However, this may

well not be the situation in many complex systems we face such as social or eco-

nomic system composed of ”people” and the now rapidly developing ”intelligent”

systems. The common characteristic of these systems is that they involve rational

agents who pursue their own interests. The control of such systems can not directly

apply traditional control theory, and it is also beyond the scope of traditional game

theory research. Therefore, it is of great significance to integrate game factors into

the control theory. This motivates us to introduce a new theoretical framework within

which the control of systems with rational individual can be adequately studied. This

framework extends the scope of the controlled plants of classical control theory so

that control theory can be used in the regulation of wider class of practical complex

systems, such as market regulation, company management or control of more and

more artificial intelligence systems.

In this paper, we introduce the GBCS framework and mainly study the corre-

sponding controllability problem. The main contents are as follows:

(1) For the first time, the complete game-based control systems framework and

the Nash equilibrium controllability definition are given. The game theory is inte-

grated into the control theory framework, which greatly expands the research and

application scope of control theory. Based on the abstraction of the control sys-

tems with rational agents, we introduce the concept of game-based control systems

(GBCSs), which has a hierarchical decision-making structure: one regulator and mul-

tiple agents. The regulator is regarded as the macro-controller that makes decision

first, and then the agents try to optimize their respective objective functions to reach

a possible Nash equilibrium as a result of non-cooperative dynamic game. Hence,

for any given strategy of the higher level regulator, the rational agents will form a
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non-cooperative game at the lower level. A fundamental issue in GBCS is: Is it pos-

sible for the regulator to change the macro-states by regulating the Nash equilibrium

formed by the agents at the lower level? This leads to the investigation of control-

lability of Nash equilibrium of GBCS, which is a basic concept to characterize the

property of GBCS and is the basis for further study of other control properties.

(2) Differential games can be used to describe and study a very wide and impor-

tant class of systems, and the control of such systems constitutes a typical determin-

istic game-based control system. Therefore, a mathematical model and the related

definition of controllability of such deterministic GBCS are established. First, we

study the controllability of general nonlinear GBCS and transform the controllabil-

ity problem of GBCS into a partial controllability problem of a forward-backward

differential equation (FBDE). Then we focus on linear systems to give some explicit

necessary and sufficient algebraic conditions on the controllability of Nash equilib-

rium, by solving the controllability problem of the associated forward and backward

dynamic equations. For the time-invariant linear GBCS, a more simpler matrix rank

criterion is given.

(3) Since complex systems are often affected by many internal and external ran-

dom factors, it is necessary to consider the stochastic GBCS whose dynamics are de-

scribed by stochastic differential equation. First, we study the controllability of gen-

eral nonlinear stochastic GBCS and transform the controllability problem of GBCS

into a controllability problem of a forward-backward stochastic differential equation

(FBSDE). Then we focus on linear systems to give some explicit necessary and suf-

ficient algebraic conditions on the controllability of Nash equilibrium, by solving the

controllability problem of the associated forward and backward dynamic equations.

For the time-invariant linear GBCS, a more simpler matrix rank criterion is given. To

study the controllability problem of stochastic GBCS, we need to solve the controlla-

bility problem of the associated FBSDE, which is a key technical issue and has rarely

been explored in the literature.

(4) Incomplete information means that some information is unknown or infor-

mation is asymmetric. This phenomenon often occurs in control systems and game
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Abstract

models, so we introduce incomplete information GBCS. As a preliminary exploration

of this direction, we consider a special incomplete information GBCS: the lower level

rational agents do not have information of the macro-strategy. For this system, we use

the robust Nash equilibrium to characterize the equilibrium outcomes of the lower-

level game and study the corresponding controllability problem.

Key Words: non-cooperative games, game-based control systems, Nash equilib-

rium, controllability, forward-backward differential equation
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 研究背景

认识系统和改造系统可以说是控制论的主要任务. 系统,作为一切事物存

在的基本方式, 可以定义为由相互关联和相互作用的多个元素 (或子系统) 所

组成的具有特定功能的有机整体. 随着控制理论的不断发展,被控系统也变得

越来越复杂, 从原来相对简单的机械手臂到复杂的航天器, 再到更加复杂的社

会系统以及不断演化的人造系统,如机器人、互联网络、智能电网、软件系统、

指挥系统等. 如何对复杂系统进行有效的控制也自然成了控制论研究的重要问

题.

复杂系统理论一直是系统科学中的一个前沿方向. 生命系统、金融系统、

环境系统以及很多人造系统等都是复杂系统,对这些系统的认识和改造具有重

要意义. 调控系统的目的是为了使得系统达到一定的功能, 因此, 调控者关注

的是复杂系统的宏观状态或功能. 但系统的宏观功能是由其微观组分通过相互

作用实现的. 这就使得研究复杂系统微观关联与宏观功能之间的时空演化、预

测与调控规律的认识成为了关键, 而这也恰好是复杂性科学的核心内涵[1]. 文

献 [1]深入讨论了这个问题,并指出平衡可以作为“连接”微观关联与宏观功

能的基本概念,这也是我们本文研究对复杂系统的控制的一个切入点.

系统要素可以有多种方式实现平衡. 举例而言,平衡可以是通过在给定条

件下各系统要素之间的竞争或合作达到, 或是通过正负反馈达到, 也可以是通

过外部统一控制达到等. 本文我们主要关注的是第一种情况,也就是通过竞争

达到的平衡. 这种情况与其他达到平衡的方式的一个本质区别是此时系统的某

些组成要素拥有其自身的利益追求. 经济学中将追求自身利益最大化的个体称

为理性个体, 因此这类复杂系统就是有理性个体参与的系统, 这与系统组分仅

被动响应的复杂系统有本质的区别. 完全被动响应的系统符合因果律,也即下

一个的动态响应仅与当前或之前时刻的状态和输入有关. 而对于拥有自身利益

的个体而言, 他们对外界输入的响应不仅与当前的状态和输入有关, 而且还与

他们对将来系统的输入和其他组分响应相关. 卢卡斯批判和理性预期理论可以
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很好的说明这点[2, 3]. 卢卡斯批判是新古典宏观经济学对凯恩斯主义理论批判

的主要代表, 它认为传统政策分析没有充分考虑参与人的理性预期, 从而导致

许多政策的失败. 如果系统的参与人是理性的,那么将政策视为是对复杂但却

被动的系统的控制是不对的. 相反,正确的方式应该考虑到博弈的存在,否则即

使政策制定者的动机很好,但却可能导致一场灾难. 卢卡斯也因为在理性预期

宏观经济理论方面的成就获得 1995的诺贝尔经济学奖. 另一个为人所知的例

子是布雷斯悖论现象 (Braess’s paradox),这个悖论不仅仅是理论上的存在,而是

在现实中很可能出现的现象[4]. 这个悖论被提出用于解释有时在交通网络上增

加一条道路不但不能增加交通流量,反而降低了整个交通网络的服务水准的现

象. 这种现象是由于使用道路的人基于最小化自己花费时间的效用函数来选择

自己的策略,交通网络的整体效能是由这些个体之间的博弈均衡来决定的. 如

果出行的人是被动的响应而不是理性地选择自己行为,则新增加的道路即使不

能增加交通流量但至少不会变得更糟,这也体现了有理想个体参与和没有理想

个体参与的系统之间是有本质区别的, 在制定一些政策或措施时, 如果不考虑

博弈则可能导致事与愿违. 文献 [5]用动态定价的模型深入研究了理性消费个

体策略性行为对厂商收入的影响,表明如果厂商忽略消费者的策略性动态定价

策略会给厂商的收益造成严重的损失.

因此考虑如何控制具有理性个体参与的复杂系统是具有重要意义的. 博弈

论对于我们认识具有理性个体参与的复杂系统提供了理论工具. 因此将博弈论

的建模方法引入到对复杂系统的控制就变得自然而重要. 但在经典的控制理论

框架中, 系统的被控对象一般是通过物理规律进行建模的, 他们没有自已的目

标函数或利益追求只是被动的响应,比如对汽车、飞机、工业过程等的控制. 正

如文献 [6] 所言, 目前控制理论主要还是以控制一个“装置”为重点, 当面对

控制如社会与经济这类有理性个体参与的系统时,目前的控制理论就无法套用,

同时这也超出了传统博弈论和微分博弈的研究范围. 因此我们需要扩展经典的

控制论框架, 将其扩展到可以对具有博弈的系统的调控, 这也是我们本文的主

要目标.
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1.2 博弈论与控制论的研究历史

1.2.1 博弈论的研究历史

博弈论主要研究行动 (action)会发生直接相互作用的多个行为个体的决策

行为,是研究具有利益冲突或合作的不同理性个体之间相互作用的系统的数学

理论. 冯 ·诺依曼和摩根斯坦在 1944年发表的《博弈论与经济行为》[7] 一书标

示着博弈论的创立,该书主要讨论零和博弈和合作博弈. 随后在五十年代纳什

建立了非合作博弈并提出了纳什均衡的概念,这推动了博弈论的快速发展. 经

过不同博弈论专家的努力,博弈论形成了以下面四种类型博弈为主的框架: 完

全信息静态博弈和纳什均衡、完全信息动态博弈和子博弈精炼纳什均衡、不完

全信息静态博弈和贝叶斯纳什均衡、不完全信息动态博弈和贝叶斯精炼纳什

均衡. 合作博弈也得到了一些发展,但我们提到博弈论主要还是指非合作博弈.

博弈论作为一种思维方法和建模工具被广泛的运用到各种系统的分析中.

其中最引人注目的是在经济学中的运用. 由于纳什均衡的出现,经济学的理论

研究在方法论上发生了一次温和的革命,非合作博弈的语言、概念和技术方法

已经成为这门学科的中心[8]. 同时博弈论为分析整个社会变化和社会结构提供

了一个微观基础,使得经济分析由传统简单的资源配置分析转化为对各种各样

制度的分析[9, 10]. 博弈论也被用于分析或设计合同、激励机制、公司治理等重

要的问题中. 由于对博弈论的深入研究和在经济学中取得的巨大成就,纳什、泽

尔腾、海萨尼等许多博弈论学者获得了诺贝尔经济学奖.

随着博弈论的思想和方法被经济学领域外的人所熟知,其作为分析和解决

冲突和合作的数学工具被广泛运用的各种领域,比如控制科学[11–14]、管理学[15]、

生态学[16–18]、化学工业[19]、计算机科学[20]、机器学习[21]等工程领域. 同时其广

泛的应用也促使了博弈理论的不断发展, 比如演化博弈论[22]、微分博弈论[23]、

势博弈[24]、平均场博弈论[25]、算法博弈论[20]等.

博弈论中最基本的概念是纳什均衡,它是博弈中理性个体无法通过单方面

改变自己策略来改善自身收益的局面, 因此可以用于理性个体的行为的预测.

一般博弈论并不考虑系统如何达到纳什均衡,这也限制了它在实际系统中的应

用. 博弈学习理论[26] 是一个试图回答这个问题的一个研究方向,但相关理论还

处于发展阶段. 其一种研究思路是如何设计有效的算法达到纳什均衡. 纳什均

衡的寻找从理论上来说是一个复杂问题[20],但对于某些类型的博弈还是可以找

3



博弈控制系统及其能控性

到有效的算法. 这里的学习并不是对系统中未知的信息进行学习,系统可能没

有任何未知信息. 很多情况我们希望个体可以通过非常简单的算法及信息交互

就可以达到纳什均衡,这在很多分布式系统的设计中很有用. 另一种是当博弈

中存在未知信息时,如何通过学习达到纳什均衡,此时就会涉及到辨识的问题.

前面这些思路基本上都暗含了参与个体是有限理性的,目的是设计适当的算法

使系统达到纳什均衡. 然而达到纳什均衡并不是理想个体的追求,纳什均衡只

不过是最大化自身利益的结果,完全理性个体在未知环境中如何进行博弈依然

是一个问题.

博弈论这些广泛的应用以及各个细化分支的深入研究使得它成为认识复

杂系统的一种重要而又成熟的工具[27],对于研究复杂系统中各要素的平衡性具

有重要的作用.

1.2.2 控制论的研究历史

控制论作为上世纪诞生的新兴学科已经在各个领域取得了令人瞩目的成

就. 其实在控制论产生前,已经出现了许多的自动控制装置. 比如中国古代的指

南车、铜壶滴漏等装置,工业革命时瓦特发明的蒸汽机飞球调速器等. 1948年

维纳发表的著作《控制论: 或关于在动物和机器中控制和通讯的科学》基本确

立了控制论这门学科. 书中将反馈的概念推广到一切控制系统,并把控制理解

为信息的交换和处理,这种抽象使得控制论可以作为一门独立学科进行发展并

可以广泛的运用到实践中.

按照控制理论发展的不同阶段可以大致分为经典控制理论、现代控制理

论和智能控制理论三个阶段[28]. 上世纪 50 年代前属于经典控制理论时期. 该

理论一般局限在单输入单输出的线性定常系统理论的研究, 采用频域的方法.

PID控制属于其重要的成果并被广泛运用到各自控制系统. 由于工业化和高科

技的发展,对控制提出了越来越高的要求,从而促进了从上世纪 60 年代以来现

代控制理论的诞生和发展[29]. 现代控制理论主要以状态空间的方法描述被控系

统,使得其分析和设计控制的方法更加精确. 其成果包括最优控制、自适应控

制、鲁棒控制、系统辨识与滤波、随机控制等. 随着被控系统进一步复杂大型

化,也开始出现一些新的控制理论,比如大系统控制、智能控制等. 控制理论诞

生与实际应用, 也不断被实际应用推进, 针对不同类型的被控系统出现了一些

分支的应用控制理论,比如工程控制理论、生物控制论、经济控制论等. 文献中
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对智能控制的研究也有一段不短的经历,主要用于解决许多无法用传统方法处

理的复杂系统的控制问题,比如交通系统、复杂的指挥系统等,这些系统一般具

有难以建模、高度非线性、复杂任务要求等特点[28]. 智能控制的发展得益于多

学科如控制理论、人工智能、模糊或粗糙数学、计算机科学、认知科学等的交

叉,但它目前处于发展阶段,还没有一个完整的理论框架.

控制论提出了许多基本概念,比如能控性、能观性、能镇定性、反馈解耦

等, 这些概念使我们对被控系统有更加本质的认识, 同时为后续控制器的设计

提供基础. 其中能控是指对系统任意的初始状态和末值状态,都存在适当的控

制输入,使得系统的状态演化轨线始于给定的初始值并在某一有限时刻达到指

定的末值状态,它可以反应控制器对系统控制能力的大小. 能控性概念最早由

卡尔曼提出的, 不久之后成为控制论中的基本概念, 它与控制论中许多问题的

可解性有直接关系,比如极点配置、系统镇定等. 因此在研究控制系统时,能控

性是一个非常重要的概念,是进一步设计控制器的基础.

1.2.3 博弈论与控制论结合的研究

博弈论可以用于建模具有竞争行为的复杂系统并对许多现象给出深刻本

质的解释,而控制论可以让人们实现对系统的控制. 将这两个进行结合自然而

意义重大. 目前文献中将控制论与博弈论结合的研究主要包括以下几个方向.

(1)运用博弈论对复杂系统进行建模. 许多复杂系统可以很自然的使用博

弈论来建模. 如常见的经济系统、管理系统、金融系统、法律系统等, 这类系

统具有明显的理性个体人的参与,他们之间相互影响并各自具有不同的利益追

求. 有些系统虽然没有明显的理性个体的参与,比如生态系统,但从演化的角度

考虑和分析,所有个体都在隐性地追求最大化各自的适应度函数,正所谓”适者

生存”,因此博弈论也被广泛的应用到这类系统的分析与建模.

(2)将最优控制的方法运用到博弈论中. 比如微分博弈、平均场博弈等. 连

续时间动态博弈中均衡的求解本质上是最优控制问题,因此这种结合是自然的.

这也因为有时在设计控制器时不得不考虑面对的环境可能是对抗性的,这也是

微分博弈产生的应用源头.

(3)用博弈论的方法来设计控制系统. 比如智能电网、智慧运输系统、分布

式资源配置、网络安全性、无线传感器网络、鲁棒控制等. 这些系统通过设计

适当的收益函数或惩罚机制使得系统在纳什均衡处的状态满足某种目的. 这种
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基于博弈的设计方法正被越来越多的应用到复杂分布式系统的设计中,因此分

析或控制这类人工系统时也需要考虑博弈的存在.

将博弈论融入到控制系统的建模中是非常自然的,这不但丰富了控制理论,

也使得许多经典控制思想或方法可以运用到更加广泛的系统中. 同时现实中对

很多复杂系统的控制也要求我们必须考虑被控系统中存在的博弈行为,比如政

府对宏观经济的调控. 但上面几个方向均没有研究如何控制这类复杂系统,这

也是我们提出并研究基于博弈的控制系统的原因. 尽管许多系统可以通过理性

个体之间的博弈达到某种整体最优, 但正如市场也可能出现失灵的情形, 我们

不能完全指望通过“看不见的手”来实现期望的宏观性质,在某些情况下进行

适当的外部干预是必不可少的.

1.3 本文的研究思路及主要成果

我们将提出基于博弈的控制系统 (GBCS)的理论框架,引入纳什均衡能控

性的概念,并对确定性 (GBCS)、随机 (GBCS)的能控性进行研究,最后初步研

究了在信息不完全情况下 (GBCS)的能控性.

1.3.1 基于博弈的控制系统

“上有政策,下有对策”现象普遍存在于各种层级决策系统中,造成这种现

象的主要原因是系统中理性个体追求自身利益最大化. 如果忽略掉这些理性

个体的策略性行为,则对系统动态的分析可能会被严重扭曲从而使得控制目标

无法达到. 而目前的控制论和博弈论模型都无法很好的建模和分析这类控制系

统, 正是基于这样的背景, 我们提出了基于博弈的控制系统 (GBCS),这是一类

具有一个上层调控者和多个下层决策个体的层级决策系统. 上层调控者是一个

宏观控制者，它首先给出自己的宏观控制策略,然后下层决策个体通过选择自

己的输入策略来优化各自的目标函数. 因此,对于任何给定的宏观策略,下层决

策个体之间形成非合作的博弈. 宏观调控者的目的是通过选择适当的宏观策略

来干预决策个体之间的博弈，从而影响它们之间形成的纳什均衡，以此达到

对系统的宏观状态进行调控. GBCS将刻画理性个体行为的博弈模型融入到控

制系统中, 扩展了经典控制论被控对象的范围, 从而使得控制论可以被广泛运

用到实际复杂系统的调控中. 在 GBCS 中,一个基本的问题是: 调控者是否可

以通过选择适当的宏观策略干预下层决策个体博弈形成的纳什均衡来调控系
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统的宏观状态? 为了考察这个基本问题, 我们引入了纳什均衡能控性概念. 它

是刻画 GBCS 的基本概念,是进一步研究系统其它控制性质的基础. 《关于控

制理论发展的某些思考》[6] 一文已经提出了控制论的这种发展前景, 文献 [30–

32] 在这个方向做出了初步的探索和讨论.

1.3.2 确定性 GBCS的能控性

微分博弈可以对许多动态系统进行建模和分析并被广泛应用到许多领

域, 例如无线传感器网络、经济系统、供应链管理等. 因此研究对这类系

统的调控很有应用价值. 首先我们给出了一般非线性 GBCS 能控性的刻画,

将 GBCS 能控性问题转化为对应正倒向微分方程的部分能控性问题. 对一般

线性时变 GBCS , 我们通过研究相应线性时变正倒向微分方程部分能控性问

题, 给出了 GBCS 能控的充分必要代数秩判定条件. 最后我们给出了线性定

常 GBCS 能控性更加简洁的矩阵秩判定, 判定中的矩阵可以通过系统相应矩

阵直接计算出来. 如没有理想个体参与或理想个体对系统宏观状态无影响时,

该 GBCS退化为一般的线性控制系统并且相应判定也退化为经典线性系统能

控性判定.

1.3.3 随机 GBCS的能控性

复杂系统经常会受到各种随机因素的影响,比如外部环境的随机干扰、系

统内部的热噪声、系统参数的随机漂移等. 同时在系统建模的时候,由于认知能

力的限制, 原系统的部分动态可能未知或不确切的了解, 系统的一些状态或参

数无法得到确定的值,这些都可能在系统的模型中引入随机的因素. 针对这类

系统,这部分我们建立了用随机微分方程描述的 GBCS数学模型以及能控性的

数学定义. 针对随机 GBCS,我们首先给出了对一般非线性随机 GBCS 能控性

的刻画,将 GBCS 能控性问题转化为对应的正倒向随机微分方程 (FBSDE) 的

部分能控性问题. 然后对于一般线性时变 GBCS 的能控性,我们给出了系统能

控的充分必要的代数秩判定条件. 最后给出了线性定常随机 GBCS 的能控性

的更加简洁的矩阵秩判定. 对于随机 GBCS,我们需要考虑正倒向随机微分方

程,即使是线性的也难以处理. 这些能控性判定在某种意义上可以退化到确定

性系统的相应判定.
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1.3.4 一类不完全信息确定性 GBCS的能控性

不完全信息博弈是指博弈的参与者并不完全清楚博弈模型中的一些信息

或信息不对称. 前面研究的确定性或随机的 GBCSs均假设了信息是完全的. 不

完全信息的现象无论是在控制系统还是博弈模型中都经常出现,因此我们引入

不完全信息 GBCS的概念并对相关研究做了概述. 对下层决策个体无法获得宏

观策略的不完全信息的确定性 GBCS做了初步研究,这种情况的出现可能是因

为宏观调控者的输入策略难以观测或观测成本太高. 我们使用鲁棒纳什均衡来

刻画下层决策个体之间的博弈结果并刻画了线性二次确定性 GBCS在这种不

完全信息情况下的能控性. 此时,下层决策个体将宏观策略当成外部噪声来处

理,每个个体均使用鲁棒最优化方法来决定自己的策略. 不完全信息 GBCSs在

现实中更加普遍, 博弈论和控制论处理不完全信息的方式也很不同, 如何将它

们融合到一起也是一个重要研究方向.
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第 2章 预备知识

为便于参考,本章主要介绍后续章节所需要的基本概念和基本结论. 内容

涉及正倒向随机微分方程[33, 34],最优控制[35–37],微分博弈[38]等.

2.1 正倒向随机微分方程

2.1.1 基本概念

σ-代数 设 Ω是一个空间, F 是 Ω的子集构成的非空集合类. 若下列条件

满足：

• 如果 A ∈ F ,则 Ac ∈ F ;

• 如果 An ∈ F , n ≥ 1,则 ∪∞n=1An ∈ F .

那么, F 称为一个 σ-代数.

概率空间 设 F 为样本空间 Ω 的子集的 σ-代数, 若 P 是 F 上的概率测

度, 即 P{Ω} = 1, 则称 (Ω,F , P)为一个概率空间. 集合 A ∈ F 称为一个事件,

P{A}称为事件 A发生的概率. 如果 P{A} = 1,则说事件 A是几乎处处 (almost

surely,简记为 a.s.)发生的.

随机变量 设 (Ω,F , P)为概率空间, X为 Ω上的可测函数,且 P{|X| < ∞} =

1,那么 X称为随机变量.

给定一个概率空间 (Ω,F , P),子 σ-代数簇 {Ft}t≥0如果满足对任意 0 ≤ s ≤ t

有 Fs ⊂ Ft,则称其为一个 σ-代数流. 如果 σ-代数流 {Ft}t≥0 满足下面两个条件,

则称它满足通有条件:

1. 完备性: 任意集合 A ∈ F ,如果 P(A) = 0,则对任意 t ≥ 0, A ∈ Ft;

2. 右连续: Ft = Ft+ ≡
∩

s≥t Fs.

随机过程 给定概率空间 (Ω,F , P) 和其上的 σ-代数流 {Ft}t≥0. 随机变

量簇 (Xt)t≥0 称为随机过程. 称 (Xt)t≥0 为可测过程, 如果作为 (t, ω) 的函数,

Xt(ω)是 B(R+)×F 可测;称 (Xt)t≥0为适应过程,如果对一切 t ∈ R+, Xt是 Ft 可

测;称 (Xt)t≥0 为循序可测过程,如果对一切 t ∈ R+, X限于 [0,T ]×Ω为B([0,T ])×

Ft 可测.
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给定大于零的有限时间 T 和概率空间 (Ω,F , P)上的 σ-代数流 {Ft}t≥0. 我

们定义如下符号[34]:

• 对于 F 的任意子 σ-代数 G, L2
G(Ω;Rm)表示所有 G可测取值为 Rm 的平

方可积随机变量的集合;

• L2
F (Ω; L2(0,T ;Rn)) 表示所有取值为 Rn 并满足

∫ T

0
E∥X(t)∥2dt <

∞ 的 {Ft}t≥0-循序可测随机过程的集合, 在不引起迷惑的情况下可以简

记为 L2
F (0,T ;Rn);

• L2
F (Ω;C([0,T ];Rn)) 表示所有取值为 Rn 并满足 Esupt∈[0,T ]∥X(t)∥2 <

∞的 {Ft}t≥0-循序可测连续随机过程的集合;

• L2
F (0,T ;W1,∞(M; N))表示满足以下条件的函数 f : [0,T ]×M×Ω→ N 集

合: 对于任意固定的 θ ∈ M, (t, ω) → f (t, θ;ω) 是 {Ft}t≥0-循序可测的并

且 f (t, 0;ω) ∈ L2
F (0,T ; N), 同时存在一个常数 L > 0 满足对几乎所有

的 ω ∈ Ω,对所有 θ, θ ∈ M, ∥ f (t, θ;ω)− f (t, θ;ω)∥ ≤ L∥θ−θ∥在 t ∈ [0,T ] 上

几乎处处成立;

• L2
F (Ω;W1,∞(Rn;Rm))表示从 Rn × Ω到 Rm 的函数 g并满足以下条件构成

的集合: 对任意 x ∈ Rn, ω→ g(x;ω) 是 FT -可测的, x→ g(x;ω)关于 x是

一致 Lipschitz 的并且 g(0;ω) ∈ L2(Ω;Rn).

在此基础上,我们进一步定义如下空间 M[0,T ],它被应用到定义倒向随机微分

方程的解中:

M[0,T ] ≡ L2
F (Ω;C([0,T ];Rn)) × L2

F (Ω;C([0,T ];Rm)) × L2
F (0,T ;Rl).

在这个空间上定义如下范数:

∥(X,Y,Z)∥ =
(
Esupt∈[0,T ]∥X(t)∥2 + Esupt∈[0,T ]∥Y(t)∥2 + E

∫ T

0

∥Z(t)∥2dt
) 1
2

.

很容易验 (M[0,T ], ∥ · ∥)证构成一个 Banach空间.

如下随机微分方程称为正倒向随机微分方程 (Forward-Backward Stochastic

Differential Equation, FBSDE):
dX(t) =b(t, X(t),Y(t),Z(t))dt + σ(t, X(t),Y(t),Z(t))dW(t),

dY(t) =h(t, X(t),Y(t),Z(t))dt + σ̂(t, X(t),Y(t),Z(t))dW(t),

X(0) =x ∈ Rn, Y(T ) = g(X(T )).

... (2.1)

10



第 2章 预备知识

其中函数满足下面的标准假定: 记 M = Rn × Rm × Rl,有
b ∈ L2

F (0,T ;W1,∞(M;Rn)), σ ∈ L2
F (0,T ;W1,∞(M;Rn×d)),

h ∈ L2
F (0,T ;W1,∞(M;Rm)), σ̂ ∈ L2

F (0,T ;W1,∞(M;Rm×d)),

g ∈ L2
F (Ω;W1,∞(Rn;Rm)).

下面给出正倒向随机微分方程解的定义.

定义 2.1 [34] 过程 (X(·),Y(·),Z(·)) 称为 FBS DE (2.1) 的适应解, 如果下述条件

对任意 t ∈ [0,T ]上几乎处处成立:

X(t) =x +
∫ t

0

b(s, X(s),Y(s),Z(s))ds +
∫ t

0

σ(s, X(s),Y(s),Z(s))dW(s),

Y(t) =g(X(T )) −
∫ t

0

h(s, X(s),Y(s),Z(s))ds

−
∫ t

0

σ̂(s, X(s),Y(s),Z(s))dW(s).

... (2.2)

进一步, 我们称 FBS DE (2.1) 可解的, 如果它有上述的适应解. 如

果 FBS DE (2.1) 没有倒向过程 Y(·) 和过程 Z(·), 则方程退化为普通的随机微

分方程 (SDE);如果 FBS DE (2.1)没有正向过程 X(·),则方程退化为倒向随机微

分方程 (BSDE).本文中用到的随机积分都是指 Ito积分.

2.1.2 主要定理

下面定理是分析 FBS DE的常用工具:

定理 2.1 [39]不可能存在随机过程 (a, b) ∈ L2
F (0,T ;R) × L2

F (0,T ;R) 和 x ∈ R并

满足

lim
t→T

E∥b(t) − b(T )∥2 = 0

使得

ζ = x +
∫ T

0

a(s)ds +
∫ T

0

b(s)dw(s),

其中

ζ =

∫ T

0

φ(s)dw(s),

φ(t) =


+1 当 t ∈ [(1 − 2−2i)T, (1 − 2−2i−1)T ), i = 0, 1, · · · ,

−1 其他.
11
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上述不可能性表示定理在研究随机微分方程解的存在性有重要作用. 下面给出

一些关于随机微分方程可解性的一般性结论.

定理 2.2 [37]考虑如下 S DE
dX(t, ω) =b(t, X(t), ω)dt + σ(t, X(t), ω)dW(t),

X(0, ω) =ξ(ω).
... (2.3)

如果存在一个常数 L > 0使得对于任意的 t > 0, x, y ∈ Rn和 ω ∈ Ω满足
∥b(t, x, ω) − b(t, y, ω)∥ ≤ L∥x − y∥;

∥σ(t, xω) − σ(t, yω)∥ ≤ L∥x − y∥;

∥b(·, 0, ·)∥+ ∥σ(·, 0, ·)∥ ∈ L2
F ([0,T ];R).

则对于任意 ξ ∈ L2
F0(Ω;Rn), S DE (2.3) 存在唯一的适应解 X , 并且满足对任

意 T > 0

E max0≤t≤T∥X(t)∥2 ≤ KT (1 + E∥ξ∥2)

和

E ∥X(t) − X(s)∥2 ≤ KT (1 + E∥ξ∥2)∥t − s∥, ∀s, t ∈ [0,T ].

定理 2.3 [34]考虑如下 BS DE
dY(t) =h(t,Y(t),Z(t))dt + Z(t)dW(t),

Y(T ) =ξ.
... (2.4)

假设函数 h ∈ L2
F (0,T ;W1,∞(Rm × Rm×d;Rm)). 则对于任意 ξ ∈ L2

FT
(Ω;Rm),

BS DE (2.4)存在唯一的适应解 (Y(·),Z(·)).

考虑下面的线性 BS DE
−dx(t) = (Ax(t) + A1z(t) + Bu(t))dt − z(t)dw(t),

x(T ) = 0.
... (2.5)

由定理 (2.3) 可知, 对于任意 u(·) ∈ L2
F (0,T ;Rm), BS DE (2.5) 存在唯一

解 (x(·), z(·)) ∈ L2
F (0,T ;R2n). 因此,我们可以定义如下集合

S 0 ≡ {xu(0) : u(·) ∈ L2
F (0,T ;Rm)}.
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定理 2.4 [39]对于线性 BS DE (2.5),如下关系成立:

S 0 = Im([B, AB, A1B, AA1B, A1AB, · · · ]). ... (2.6)

2.2 最优控制

2.2.1 确定性最优控制

考虑如下确定性非线性最优控制系统,系统动态方程为
ẋ(t) = f (t, x(t), u(t)), t ∈ [0,T ],

x(0) =x0,
... (2.7)

指标函数为

J(u(·)) = K(x(T )) +
∫ T

0

L(t, x(t), u(t))dt, ... (2.8)

设容许控制集合为

U = {u : [0,T ]→ D : u是关于时间 t的分段连续函数}. ... (2.9)

最优控制目标就是选择适当的控制输入 u(·) ∈ U 使得指标函数达到最大值.

当容许控制 u(·) ∈ U 是不连续的时候,方程 (2.7) 可能出现右端不连续的

情形,此时普通意义 (解关于时间处处可微)的解可能不存在. 针对右端不连续

的方程,我们使用如下定义的 Caratheedory解[40, 41].

定义 2.2 [40]考虑微分方程

ẋ = g(t, x), x(0) = x0, t ∈ I. ... (2.10)

定义在非退化区间 I ⊂ R 上的向量函数 x(t), 如果它在区间 I 的任意紧子区

间上绝对连续并且对几乎所有的 t ∈ I, x(t) 满足方程 (2.10), 则称 x(t) 为方

程 (2.10)的 Caratheedory 解.

定义 2.3 [40] 令 I 为 R中任意的区间, D为 Rn 中的任意的子集. 若函数 g 满足

以下条件:

1. 对几乎所有的 t ∈ I, g关于 x有定义,且是连续的;

2. 对任意的 x ∈ D, g关于 t是可测的;

3. 存在非负的勒贝格可积函数 m : I → R 使得对任意的 t ∈ I, |g(t, x)| ≤

m(t),
13
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那么,称函数 g在 I × D上满足 Caratheedory 条件.

定理 2.5 [40]( Caratheedory 的解存在唯一性) 假设函数 g(t, x) 在域 G 上满

足 Caratheedory 条件, (0, x0) ∈ G . 如果存在正数 a, b 使得域 G 包含柱

体 Z = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ a, ∥x − x0∥ ≤ b} , 并且存在勒贝格可积函数 l(x) 使得

任意的 (t, x), (t, y) ∈ Z都有

∥g(t, x) − g(t, y)∥ ≤ l(x)∥x − y∥,

则对于初值 x0 ∈ Rn ,方程 (2.10) 在 [0, d]上存在唯一的 Caratheedory解,其中

0 < d ≤ a, ϕ(d) ≤ b, ϕ(t) ≡
∫ t

0

m(s)ds.

在文章接下来的部分, 如果没有特殊的说明, 提到确定性微分方程的解我

们均是指 Caratheedory 解, 所以为了简洁, 我们将把方程的 Caratheedory解直

接称为方程的解.

极大值原理是求解最优控制问题的重要工具,它刻画了当最优解存在时最

优控制满足的必要条件. 下面定理出自参考文献 [36,定理 1.3,第 40页].

定理 2.6 [36](极大值原理) 假设函数 f , L,K 关于其变元都是连续的, 关于变

元 x, t 是连续可微的, f (t, x, u), fx(t, x, u), ft(t, x, u), Lx(t, x, u), Lt(t, x, u)都是有界

的.

记哈密尔顿 (Hamilton)函数为

H(t, x, u, ϕ) = −L(t, x, u) + ϕT f (t, x, u).

若 D是有界闭集且最优控制问题 (2.7)-(2.9)存在最优解 (u∗(t), x∗(t)),则一定存

在矢量函数 ϕ(t) ∈ Rn,使得 u∗(t), x∗(t), ϕ(t) 一起满足:

1. ẋ∗(t) = f (t, x∗(t), u∗(t)), x∗(0) = x0;

2. ϕ̇(t) = −HT
x (t, x

∗(t), u∗(t), ϕ(t)), ϕ(T ) = −KT
x (x

∗(T ));

3. 对 u∗(t)在 [0,T ]上的一切连续时刻 t皆有

H(t, x∗(t), u∗(t), ϕ(t)) = max
u∈D

H(t, x∗(t), u, ϕ(t)).

14
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2.2.2 随机最优控制

设 (Ω,F , {Ft}t≥0, P) 为概率空间 (Ω,F , P) 上满足通有条件的 σ-代数流,

w(t) 是其上的标准布朗运动 (w(0) = 0), 为了记号的简洁我们只考虑一维布

朗运动,高维的情形有类似结果. 考虑如下随机性非线性控制系统:
dx(t) =b(t, x(t), u(t))dt + σ(t, x(t), u(t))dw(t), t ∈ [0,T ],

x(0) =x0,
... (2.11)

指标函数为

J(u(·)) = E
[
h(x(T )) +

∫ T

0

f (t, x(t), u(t))dt
]
, ... (2.12)

设容许控制集合为

U[0,T ] = {u : [0,T ] × Ω→ D : u是 {Ft}t≥0 − 适应的}. ... (2.13)

我们先给出如下一些通用假设[37]:

1. {Ft}t≥0是由布朗运动 w(t)产生并完备化后的流;

2. 函数 b, σ, f 和 h 是可测的, 并且存在一个常数 C > 0 和一个连续模函

数ϖ : [0,∞)→ [0,∞)满足 φ(t, x, u1, · · · , uL, u) = b(t, x, u), σ(t, x, u), h(x),

f (t, x, u),我们有
|φ(t, x, u) − φ(t, x, u)| ≤ C|x − x|+ϖ(u − u),

∀t ∈ [0,T ], x, x ∈ Rn, u, u,

|φ(t, 0, u)| ≤ C, ∀t ∈ [0,T ], u.

... (2.14)

3. 函数 b, f , σ和 h关于变量 x是 C2. 另外,存在一个常数 C > 0和一个连

续模函数 ϖ : [0,∞)→ [0,∞)使得 φ = f , σ, Ki, Li,我们有
|φx(t, x, u) − φx(t, x, u)| ≤ C|x − x|+ϖ(|u − u|),

|φxx(t, x, u) − φxx(t, x, u)| ≤ ϖ(|u − u|+ |x − x|),

∀t ∈ [0,T ], x, x ∈ Rn, u, u,

... (2.15)

对于任何给定的 u(·) ∈ U[0,T ],方程 (2.11)是一个参数为随机的 S DE ,由

前面关于 S DE的理论可知,在上述假设下该方程存在唯一解 x(·).

15
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首先引入如下随机伴随方程:
dp(t) = −

(
bx(t, x(t), u(t))T p(t) + σx(t, x(t), u(t))T q(t) − fx(t, x(t), u(t))

)
dt

+ q(t)dw(t)

p(T ) = − hx(x(T )),
... (2.16)

这是一个 BS DE,由定理 (2.3)可知,对于任意 (x(·), u(·)) ∈ L2
F (0,T ;Rn)×U[0,T ],

BS DE (2.16)存在唯一解 (p(·), q(·)).

当控制输入可以影响系统的扩散项时,最优化时就必须权衡控制本身的能

量大小以及由于控制引起的系统波动大小. 因此相对于确定性最优控制,随机

最优控制需要考虑系统更高阶的展开,用于反应控制输入造成的不确定性变化

或波动变化. 这可以用如下的伴随方程来刻画:

dP(t) = −
(
bx(t, x(t), u(t))T P(t) + P(t)bx(t, x(t), u(t))

+ σx(t, x(t), u(t))T P(t)σx(t, x(t), u(t))

+ σx(t, x(t), u(t))T Q(t) + Q(t)σx(t, x(t), u(t))

+ Hxx(t, x(t), u(t), p(t), q(t))
)
dt + Q(t)dw(t)

P(T ) = − hxx(x(T )),

... (2.17)

其中

H(t, x, u, p, q) = pT b(t, x, u) + tr(qTσ(t, x, u)) − f (t, x, u),

(p(·), q(·)) 是 BS DE (2.16) 的解. 因此, 上述方程是一个矩阵值 BS DE. 方

程 (2.16) 和方程 (2.17) 分别被称为一阶伴随方程和二阶伴随方程. 为了得到

极大值原理,还需要引入以下的H-函数:

H(t, u) =H(t, x(t), u, p(t), q(t)) − 1

2
tr[σx(t, x(t), u(t))T P(t)σx(t, x(t), u(t))]

+
1

2
tr[(σx(t, x(t), u) − σx(t, x(t), u(t)))T P(t)

(σx(t, x(t), u) − σx(t, x(t), u(t)))].

定理 2.7 [37](随机极大值原理)设前面通用假设 (1)-(3)成立并且最优控制问题

(2.11)-(2.13)存在最优控制 (x(·), u(·)),则 (x(·), u(·), p(·), q(·), P(·),Q(·)) 满足方

程 (2.11), (2.16)和 (2.17)并且满足下述等式:

H(t, u(t)) = maxu∈DH(t, u) ... (2.18)
16
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随机线性最优二次控制有较为完整的理论,在此我们不详细给出相应结论.

2.3 微分博弈

此部分给出确定性和随机微分博弈的模型以及一些相关概念.

2.3.1 博弈论基本概念

一个标准的 N-个体非合作博弈由以下基本要素构成: 参与者 N =

{1, · · · ,N}、行动集合 {A1, · · · , AN}、收益函数 {J1, · · · , JN} 和信息 {I1, · · · , IN}.

对于每个个体 i,它的策略集合 Ui 是其信息集合 Ii 到它的行动集合 Ai 的映射

构成的一个集合. 收益函数 Ji 为U ≡ U1 × · · · × UN 到 R 上的一个函数.

在动态博弈中, 信息是一个重要的概念, 它表示在不同的时间或阶段各参

与人知道什么信息,这些信息包括系统状态、参与人收益或其他参与人的行动

等,只有明确了博弈的信息结构动态博弈才算是被完整定义. 参与人的策略就

是参与人的一个完整的计划, 即在获得什么信息的情况下采取什么行动, 这正

是从信息集合到行动集合的映射的意思.

定义 2.4 一个策略组 {u∗1, · · · , u∗N} ∈ U 如果满足下面条件, 则称它为博弈的一

个纳什均衡: 对于任意 i ∈ {1, · · · ,N}有

Ji(u∗i , u
∗
−i) = maxui∈Ui Ji(ui, u∗−i), ... (2.19)

其中 u∗−i = (u∗1, · · · , u∗i−1, u∗i+1 · · · , u∗N).

在博弈论中, 我们总假设参与人是理性的, 也即每个参与人都追求最大化

自己的利益. 共同知识是博弈论中的一个重要而又复杂的概念,下面我们给出

它基本的描述和定义,详细内容可以参考很多博弈论专著,比如文献 [42].

假设用一个有限的集合 Ω表示外生不确定性,参与人 i关于 ω ∈ Ω的信息

表示为 Ω上的一个划分 Hi,用 Hi(ω)表示划分 Hi中包含元素 ω的一个等价类.

其意义为如果真实状态为 ω ,参与人只知道真实状态在集合 Hi(ω)中,但不知

道到底是集合 Hi(ω)中哪个状态. 设集合 E 为 Ω的一个子集,表示为一个事件.

如果参与人知道真实状态含于 E 中, 也即 Hi(ω) ⊂ E, 那我们称参与人 i 在状

态ω下知道事件 E. 事件 “参与人 i知道 E”表示为 Ki(E) = {ω ∈ Ω : Hi(ω) ∈ E}.

事件 “每个人都知道 E”表示为 KN(E),就是集合

KN(E) = {ω ∈ Ω : ∪i∈NHi(ω) ⊂ E},
17
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事件 “每个人都知道每个人知道 E”为集合 K2
N(E),也即

K2
N(E) = {ω ∈ Ω : ∪i∈NHi(ω) ⊂ KN(E)},

因此可依次递归定义事件 Km
N(E),m = 1, 2, · · · .

定义 2.5 如果 ω ∈ K∞N (E),事件 E 是在状态 ω下的共同知识. 如果 E = K∞N (E),

我们称事件 E为共同知识件或公开事件.

如果 E 是共同知识, 任何 “参与人 i 知道参与人 j 和 k 知道参与人 m 知

道 · · · E ”的说法都是对的,这也是共同知识的直观含义. 共同知识用来描述”我

知道你知道”这种无限类推.

微分博弈是一类特殊的动态博弈,它的动态过程可以用微分方程进行描述,

接下来的部分我们给出常见的两类微分博弈: 确定性微分博弈和随机微分博

弈. 我们假定系统的动态方程、参与人的收益函数是这些微分博弈的共同知识.

2.3.2 确定性微分博弈

设参与人集合为 L = {1, · · · , L},系统的动态由以下常微分方程描述
ẋ(t) = f (t, x(t), u1(t), . . . , uL(t)),

x(0) = x0 ∈ Rn, t ∈ [0,T ],
... (2.20)

参与人 i的收益函数为

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =

Ki(x(T )) +
∫ T

0

Li(x(·), u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) dt,
... (2.21)

参与人 i的行动空间为

Ai = Ai(·) : [0,T ]→ 2Rmi
, ... (2.22)

参与人 i的一个集合值函数,其用于表示在每一时刻该参与人知道到的系统状

态集合

Ii(t) = {x(s) : s ∈ I ⊂ [0, t]}, t ∈ [0,T ], ... (2.23)

集合 Ii = {Ii(t) : t ∈ [0,T ]}表示参与人 i的信息结构. 因此,参与人 i的策略空间

为

Ui ≜ {u(·) : Ii → Ai| ui(·)关于其变量满足某种性质}, ... (2.24)
18
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其中“某种性质”根据具体问题建模或实际需要进行定义,比如分段连续

等. 在对系统动态中的函数 f 和策略空间 Ui 加上一些较弱的限制, 则对于任

意 ui ∈ Ui,微分方程 (2.20) 存在唯一解.

现在我们定义微分博弈中的不同信息结构.

定义 2.6 [38]在上述确定性微分博弈中,我们称参与人的信息结构为

1. 开环: 如果 Ii(t) = {x0};

2. 闭环: 如果 Ii(t) = {x(s) : 0 ≤ s ≤ t};

3. 反馈: 如果 Ii(t) = {x(t)};

微分博弈 (2.20)-(2.24)表示了一个完整的博弈, 因此可以利用上面关于纳

什均衡的定义来定义这里的均衡, 如果参与人都使用开环 (闭环、反馈) 策略,

则称相应的均衡为开环 (闭环、反馈)纳什均衡.

2.3.3 随机微分博弈

随机微分博弈的定义与确定性微分博弈的定义类似,只不过是系统的动态

由随机微分方程来描述,参与者的收益函数是期望收益. 因此我们只给出与确

定性微分博弈有区别的地方,其他类似可以进行定义.

给定有限时间 T > 0和概率空间 (Ω,F , P)上的 σ-代数流 {Ft}t≥0 以及其上

的标准的一维布朗运动 w(t).

系统的动态由随机微分方程描述
dx(t) = f (t, x(t), u1(t), . . . , uL(t))dt + σ(t, x(t), u1(t), . . . , uL(t))dw(t),

x(0) = x0 ∈ Rn, t ∈ [0,T ],
... (2.25)

参与人 i的收益函数为

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =

E
[
Ki(x(T )) +

∫ T

0

Li(x(·), u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) dt
]
.

... (2.26)

在微分博弈中, 我们一般要求参与者的策略是平方可积的适应过程, 也即

其策略空间满足

Ui ⊂ L2
F (0,T ;Rmi).

关于随机博弈的其他要素,如行动空间、信息结构等,与确定性微分博弈类似,

此处省略.
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第 3章 基于博弈的控制系统

本章给出最一般的基于博弈的控制系统基本框架并引入纳什均衡能控性

的概念.

3.1 导言

“上有政策,下有对策”现象普遍存在于各种层级决策系统中,造成这种现

象的主要原因是系统中理性个体追求自身利益最大化,这是对有理性个体参与

的系统进行调控时出现的普遍问题. 在经典的控制理论框架中,系统的被控对

象一般是通过物理规律进行建模的,他们没有自已的目标函数或利益追求只是

被动的响应,比如对汽车、飞机、工业过程等的控制. 然而,在许多的实际系统中

情况并非如此,比如社会系统、经济系统和目前正快速发展的分布式”智能”系

统. 这些系统的一个共同特征是: 他们是由许多不仅受客观物理规律驱动同时

有自身的利益追求的个体所构成. 这些不同个体的利益与宏观调控者的利益之

间可能存在冲突, 个体只关注自身利益, 但作为系统的宏观调控者则更加关注

系统的宏观特性. 因此,对这类系统的调控要充分考虑到系统中理性个体的利

益追求. 非合作博弈论可以刻画这类被控系统而且纳什均衡可以很好的预测理

性个体的行为. 因此,对这类系统的控制本质上是纳什均衡进行调控.

基于这样的思想, 我们提出了基于博弈的控制系统 (Game-Based Control

System, GBCS), 这是一类具有一个上层调控者和多个下层决策个体的层级决

策系统. 上层调控者是一个宏观控制者，它首先给出自己的宏观控制策略,然

后各个下层决策个体通过选择自己的输入策略来优化各自的目标函数. 因此对

于任何给定的宏观策略,这些下层决策个体之间形成非合作的博弈. 宏观调控

者的目的是通过选择适当的宏观策略来干预决策个体之间的博弈，从而影响

它们之间形成的纳什均衡，以此达到对系统宏观状态的调控.

3.2 基于博弈的控制系统

类似文献 [43,第二章]定义抽象控制系统的方法我们给出最一般的基于博

弈的控制系统的抽象模型. 对于不同的实际系统,抽象模型中的元素根据具体

系统进行具体化.
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定义 3.1 一个基于博弈的控制系统 (Game-Based Control Systems, GBCS)由下

述要素构成:

1. 参与人集合 N = {1, · · · ,N};

2. 系统轨道空间 X,系统宏观状态空间 Y和系统初始态空间 X0;

3. 非空策略空间U0, U1, · · · , UN;

4. 一个系统动态映射 TD : X0 ×
∏N

j=0U j → X;

5. 收益函数 J1, · · · , JN . Ji : X ×
∏N

j=0U j → R;

6. 一个系统轨道空间到宏观状态空间的映射 TR : X → Y.

其中 U0 为宏观调控者的策略空间, Ui 和 Ji (i = 1, · · · ,N)分别为下层决策个

体 i的策略空间和收益函数, 决策个体希望最小化自己的收益函数. 由于每个

决策个体的收益不仅与自身所选择策略有关,而且与所有其他个体所选择的策

略组合有关,因此它们之间构成博弈. 这里我们只考虑非合作博弈.

在 GBCS中,宏观调控者首先决定它的宏观策略 u0 ∈ U0,下层决策个体得

到这个策略信息后选择自己的策略来最小化自身收益函数. 这里宏观策略对于

下层的决策个体而言是共同知识. 因此,任何给定宏观调控者的策略 u0 ∈ U0和

系统初态 x0 ∈ X0后,下层决策个体之间形成一个非合作博弈. 假设此时博弈存

在唯一纳什均衡 u∗(u0, x0) = (u∗1(u0, x0), · · · , u∗N(u0, x0)),则由上定义可知,也存

在唯一的系统轨道 (x∗(u0, x0)). 对于宏观调控者来说, 它更关注自己的调控策

略如何影响系统宏观状态,也即状态 TR(x∗(u0, x0)) ∈ Y. 图 3.1给出了 GBCS的

基本框架.

图 3.1 GBCS的基本框架
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注释 3.1 定义 3.1只是一个抽象的 GBCS.它即没有明确系统的动态过程是什

么,比如离散的、连续的、确定性的还是随机的;也没有明确下面 N 个个体形

成的博弈的结构,比如静态博弈、动态博弈、个体的行动顺序以及博弈的信息

结构等. 但上述定义的 GBCS及其结构很清晰的展示了基于博弈控制的基本思

想: 宏观调控者通过干预下层决策个体之间形成的博弈的纳什均衡来对系统的

宏观状态进行调控. 宏观调控者的策略形式、下层决策个体的决策空间、系统

的动态过程以及决策个体之间博弈的结构等都会随具体系统的不同而不同,需

要对具体问题进行具体分析从而明确上述定义中的各个要素. 由于个体的策略

是信息集合到行动集合的映射,而信息集合可以明确系统中行动者的行动顺序

以及它们在行动时需要观测或收集的信息,因此在某种程度策略集合确定了系

统的动态性质以及博弈的具体结构.

下面的定义给出了策略集合如何给出信息结构或策略集合与信息结构的

关系. 信息结构完全确定了博弈的结构以及参与人的行动顺序.

定义 3.2 设 K是一非空的表示信息 I所有可能取值的集合,U是决策个体的策

略空间,我们称决策个体不知道信息 I,如果对任意的策略 u ∈ U,映射 u与 I 的

取值无关. 信息 I 称为是决策个体 i的私人信息,是指决策个体 i知道信息 I,而

其他决策个体和调控者不知道.

由注 3.1可知,任何策略都是信息集合到行动集合的映射,因此上述定义是

有意义的. 这里我们需要将策略与行动区分开, 具体的区别可参考 2.3.1 小节.

在某些博弈中一个策略就是一个具体行动, 但实际上这时信息集合为单点集,

因此每个映射就等价于一个行动. 私人信息和公共知识 (见定义 2.5) 是博弈论

中信息的重要概念.

据我们所知,文献 [31]和 [32]最早开始探索并研究这类系统,但未形成上

述的基本框架. 博弈控制系统与 Stackelberg 博弈[44] 有一些相似性, 但它们的

区别是明显的. Stackelberg 博弈是领导者跟随者的双层博弈模型,其中上层领

导者 (相当于 GBCS中的宏观调控者)和下层跟随者 (相当于 GBCS 中的下层

决策个体) 均是博弈的参与者, 也即上层领导者也有自己的收益函数. 这种模

型最早提出用于处理博弈参与人之间存在信息不对称或地位不对等的情况,主

要研究均衡的存在性以及系统在均衡处的性质. 在这个模型中没有任何调控的
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输入, 而在 GBCS 中, 上层宏观调控者是一个控制者而不是博弈参与者, 它的

目的是调控系统的宏观状态. GBCS更多的是一个控制系统而不是博弈, 但它

考虑了博弈对系统造成的影响. 实际上 GBCS 中的下层的博弈完全可以是一

个 Stackelberg博弈. 在 GBCS中调控者没有自己的收益函数,一个原因是在很

多控制问题中, 很难找到一个合理的收益函数来表述控制目标, 这在强化学习

研究领域已多次得到了验证并且如何设计一个恰当的收益函数也是一个重要

的研究方向,详细情况可以参考文献 [45,第 16章, 391页]. 作为一个控制系统,

有很多有趣的问题可以研究,比如能控性、反馈控制、自适应控制、系统镇定

等等. 这些问题在基于博弈的框架中会出现许多完全不同的现象[32]. 它们不仅

具有重要的理论价值, 更多的是有很重要的使用价值, 比如如何稳定市场可以

看成 GBCS 的镇定问题. 但是这些问题并不适合在 Stackelberg 博弈的框架上

来研究, 同时正如卢卡斯批判所言也无法直接在经典的控制论框架上来研究.

GBCS框架与 Stackelberg 博弈框架的区别正如控制理论与最优化理论的区别.

GBCS 是一个拥有异质个体、宏观状态、层次结构等特征的控制系统.

我们可以从两个角度来解读上层宏观调控者的输入. 一是普通的外部调控

输入,比如宏观政策、法律或具有层级系统中的上层命令. 这个控制是外部强

加在下层决策个体构成的博弈系统上的,下层个体只能被动地接受而无法改变

这些输入. 另一种解读可以把它看成是一种具有约束力的合同或规范,是下层

决策个体为了改善完全非合作导致的困境或协调失败而通过某种途径形成的

合同. 如解决囚徒困境而产生的声誉机制,社会信用体系的建设等. 同时许多社

会规范或制度也可以看成这种宏观调控,比如交通信号规则等.

注释 3.2 我们在定义 GBCS的时候,规定下层决策个体之间的博弈为非合作博

弈. 实际上,在某种程度上我们可以使用 GBCS来处理一些合作博弈,正如上面

第二种对宏观输入的解释,即看成合同. 因此我们只关注下层为非合作博弈.

我们给出一个具体的 GBCS例子以说明研究这类系统的必要性. 考虑一个

调控者和两个决策个体甲和乙的 GBCS.系统博弈如图 3.2所示 (这个博弈模型

来自文献 [9,第二章, 47 页]). 决策个体甲有上下两个行动,乙有左右两个行动,

系统调控者有 a、b两个行动. 如果调控者选择行动 a,则决策个体甲、乙进行

图 3.2 (a)中的博弈,如果选 b则进行图 3.2 (b)中的博弈.
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图 3.2 一个调控者两个下层决策个体的 GBCS

将博弈中的甲解释为雇员,乙解释为雇主,而调控者为政府. 设当前系统处

于图 3.2 (a)中的博弈,政府现在为了保护雇员,可以提高最低工资标准,也即在

雇员选择上时收益都增加两个单位从而将双方收益变到图 3.2 (b). 因此调控者

的行动 a表示保持原样,而行动 b表示出台新的最低工资标准. 如果不考虑甲

乙之间的博弈,直观看,这是一件好事,因为雇主的处境没变但雇员的处境变好

了, 因此调控者应该选择行动 b. 然而如果从 GBCS 的角度考虑这个问题, 则

我们需要先找出调控者选择不同行动时下层决策个体形成的博弈的纳什均衡,

然后再来比较不同宏观策略的好坏. 容易验证图 3.2 (a) 中博弈的纳什均衡唯

一为 (下,右),图 3.2 (b)中博弈的纳什均衡唯一为 (上,左). 所以此时调控者的

行动 b使得甲乙的收益都减少了, 政府的好事变坏了, 因此调控者应该选择行

动 a,也即保持原来的最低工资标准.

我们可以很容易的得到上述 GBCS例子的六个要素,在此不具体给出. 这

个例子虽然简单但却给出了GBCS 的基本思想,同时也说明了有理性个体参与

的系统的调控是不能忽略他们之间的博弈.

在定义 3.1中,我们要求宏观调控者首先给出自己的策略,然后下层决策个

体再决定自己的策略. 这并不意味在行动上一定也是宏观调控者先行动然后才

是决策个体. 这个顺序更多的是决定调控者与下层决策个体之间的信息结构,

也即下层决策个体可以获得宏观调控者的决策信息. 但决策只是行为个体的一

个行动计划, 即在获得什么信息的情况下采取什么相应的行动, 而不是真正的

具体行动. 比如政府制定的法律,法律规定如果人们在做了什么违法行动后会

受到什么惩罚,因此法律惩罚是后与违法行动的. 我们可以给出一个简单的例

子来说明这个问题.

考虑一个调控者一个下层决策个体的 GBCS. 调控者的行动集合为 {1, 2},
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下层决策个体的行动集合为 {a, b},收益矩阵如图 3.3所示. 宏观状态空间、系

统初始态空间均为 C = {1, 2} × {a, b},也即所有可能的行动组合空间,轨道空间

为 C × C. 由于系统动态映射与策略空间的定义有关,所以我们放在下面定义.

宏观态映射为 TR(x = (x(0), x(1))) = x(1). 可以将这个系统看成两个阶段的过

程, T = 0 时刻, 系统处于任意给定的初始状态 x(0) = x0, 然后系统调控者和

下层决策个体分别给出自己的策略,在 T = 1 时刻系统达到纳什均衡状态,从

而 x(1) 和宏观状态均为纳什均衡组合行动 (下面定义的动态映射可以清楚地

看到这点).

图 3.3 一个调控者一个下层决策个体的 GBCS

定义下层决策个体的策略空间U1 = {a, b},也即决策个体的信息集合是单

点集. 我们定义两种不同的调控者的策略空间,其分别为 U1
0 = {1, 2}和 U2

0 =

{(x, y) : x, y ∈ {1, 2}}. 策略 (x, y) ∈ U2
0 表示当下层决策个体的行动为 a 时调

控者使用行动 x,当下层决策个体的行动为 b时调控者使用行动 y,也可以看成

一个映射: u0(a) = x, u0(b) = y. 如果调控者的策略集合为 U1
0 , 则表示调控者

在这个 GBCS 中首先决定选择收益矩阵 3.3的哪列,然后下层决策个体再在调

控者选择的那列上选择行, 此时 TD(x0, (x(0), x(1)), u0, u1) = (x(0), (u0, u1)) 并

且总有 x(0) = x0. 而如果调控者的策略集合为 U2
0 , 则表示调控者给定它的

一个行动计划, 它到底选择什么行动要看下层决策个体选择什么行动. 此时

的行动顺序是: 调控者首先给出它的决策也即行动计划,但并不先决定选取哪

个行动, 然后下层决策个体在得到调控者的行动计划后决定自己选择 U1 中

的哪个行动, 再在这之后调控者才能确定它要选 {1, 2} 中的哪个行动. 此

时 TD(x0, (x(0), x(1)), u0, u1) = (x(0), (u0(u1), u1)) 并且总有 x(0) = x0. 这里

我们也给调控者加了收益函数,在 GBCS 中不是必要的,在此主要是为了比较
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调控者两种不同策略集合的区别. 其中前者就是经典的 Stackelberg 博弈,而后

者为 inverse-Stackelberg 博弈[46, 47]. 容易检验对于前者调控者能获得的最大收

益为 2,此时调控者使用策略 1 而下层决策个体使用策略 a. 对于后者调控者能

获得的最大收益为 4,此时调控者使用策略 (1, 2)而下层决策个体使用策略 b.

3.3 纳什均衡能控性概念

给定一个非空宏观状态目标集合 O ⊂ Y.

定义 3.3 定义 3.1 中的 GBCS 称为 O-能控的 (如果在上下文中不会引起混淆

可以直接称为能控的), 如果对于任何给定的系统初值 x0 ∈ X0 和系统宏观状

态 sT ∈ O,存在一个宏观输入策略 u0 ∈ U0,使得下层 N 个个体的非合作博弈

存在唯一的纳什均衡 u∗(u0, x0) (因此有唯一的系统轨道 x∗(u0, x0) )并且满足在

均衡处的系统宏观状态 TR(x∗(u0, x0)) = sT .

在上述定义中, 我们要求给定宏观策略后, 下层决策个体构成的博弈的纳

什均衡存在且唯一, 存在性条件当然是必须的, 否则宏观调控者无法预测博弈

的结果也就无从谈控制. 要求均衡的唯一性其实也是这个目的,如果均衡不唯

一, 调控者也很就难知道系统最终到底实现哪个纳什均衡, 因此也无法进行调

控. 同时多重均衡问题或均衡精炼问题在博弈论中还远未解决,均衡的多重性

严重限制了博弈论对理性个体行为的预测能力. 当然如果系统存在一个合理的

均衡精炼方法, 那我们可以将上面的纳什均衡改为精炼后的纳什均衡, 因此唯

一性假定也是合理的. 这里的纳什均衡根据具体的博弈可能是纳什均衡、子博

弈精炼纳什均衡、贝叶斯纳什均衡或精炼贝叶斯纳什均衡,也可以是其他的对

于该问题有意义的均衡.

按照上述定义, 我们可以将文献 [46, 48] 中研究激励能控性的问题转化

为 GBCS的能控性问题. 首先我们给出激励能控性的问题大致描述. 考虑类似

图 3.3一个调控者和一个下层决策个体的 GBCS,收益矩阵记为 (A, B) (这是双

人博弈收益函数的常用表示方法). 调控者的目标是使自身的利益达到最大,假

设存在唯一的策略组合 (m∗, x∗)使得 A达到最大值,也即

(m∗, x∗) = arg max
m∈U0, x∈U1

A(x,m).

文献 [48] 的激励能控是说存在调控者的控制策略 u0 ∈ U2
0 使得系统最终纳

什均衡为 (m∗, x∗). 我们用 GBCS 能控性的语言来描述这个问题. 其中策略
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空间分别为 U2
0 ,U1. 其他定义同图 3.3 中的 GBCS. 现定义宏观状态目标集

合 O = {(m∗, x∗)},则容易验证 GBCS是 O-能控的等价于原问题是激励能控的.

文献 [46]深入研究了仿射激励能控性问题.

注释 3.3 本文只研究 GBCS的能控性问题,正如引言中所说 GBCS是一个控制

系统, 有很多有意思的关于控制的问题, 比如镇定系统、最优控制、系统辨识

等,这些问题留待以后再做深入研究.

在 GBCS中,有时只需要把宏观状态控制到集合 O中即达到目的,这个条

件比能控性弱. 这可以用下面引入的可满足性 (Satisfiable)的定义来刻画,本文

不会深入讨论这个概念.

定义 3.4 定义 3.1中的 GBCS 称为 O-可满足的 (O-satisfiable,如果在上下文中

不会引起混淆可以直接称为可满足的),如果对于任何给定的系统初值 x0 ∈ X0,

存在一个宏观输入策略 u0 ∈ U0,使得下层 N 个个体的非合作博弈存在唯一的

纳什均衡 u∗(u0, x0) (因此有唯一的系统轨道 x∗(u0, x0) )并且满足在均衡处的系

统宏观状态 TR(x∗(u0, x0)) ∈ O.

3.4 与经典控制系统的比较

到目前为止, 我们都没有对理性个体与被动响应个体给出明确的比较, 甚

至都没有给被动响应个体一个明确定义,实际上控制所关注的被动响应个体并

不是除去理性个体外的其他所有系统对象,它处理的系统一般是因果系统. 被

控系统可以抽象为输入-输出 ( 或输入-状态-输出模型 ), 称系统是因果系统如

果它在 T 时刻的输出 (或状态和输出 )只与 T 或 t ≤ T 时刻的输入 (或状态和

输入 )有关.

现在我们将被动响应个体或被动响应系统理解为因果系统,而理性个体或

系统是指拥有指标函数并且其响应或行动是为了最大化或最小化指标函数的

系统. 因此被动响应个体的响应规律是因果律,理性个体的响应规律是最优化

指标函数,而控制就是利用这些响应规律调控系统以达到某种目的. 我们也可

以把有多个被动个体参与的控制系统对应到图 3.1中,但此时每个被动个体是

没有指标函数 Ji(i = 1, · · · ,N). 对于这种系统可以直接将被动响应个体的动态

规律融入到系统的动态中去,从而成为一个经典的控制系统.
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考虑一个调控者一个下层决策个体的 GBCS. 我们按照定义 3.1 的形式

给出这个系统: 记 B = {0, 1}, S = {0, 1, 2}, X = S3, Y = S, X0 = S,

U0 = B2, U1 = BU0×X0; 令函数 f : S × B2 → S 为一个确定的布尔函数,

x(0) = x0, x(1) = f (x0, u0(0), u1(x0, u0)(0)), x(2) = f (x(1), u0(1), u1(x0, u0)(1)),

TD(x0, u0, u1) = (x(0), x(1), x(2)), J1 = K(x(2)) 并且 K(0) < K(1) < K(2),

TR(x) = x(2). 布尔函数 f 可以用图 3.4 来表示. 其中圆圈中表示当前状态,

箭头上的有序对的第一个分量表示调控者的行动,后一个为下层决策个体的行

动,星号表示 B中的元素均可. 下层决策个体目的是最小化收益函数.

图 3.4 系统转移函数

很容易看出这个系统动态分三个时刻: t = 0, 1, 2, 系统在 t = k 时处于

状态 x(k), 受到调控者和决策个体在 t = k 时刻的行动输入 (x, y) 后, 系统进

入 t = k + 1 时刻并且状态转变为 x(k + 1) = f (x(k), x, y). 假设系统初始状

态为 x0 = 0, 当宏观调控策略为 u0 = (0, 0), 容易计算下层决策个体有唯一最

优行动序列: (0, 0); 当宏观调控策略为 u0 = (0, 1), 下层决策个体有唯一最优

行动序列: (1, 1). 由此可以看出下层决策个体的响应是不满足因果律的, 因为

在 t = 0时刻,无论宏观调控者使用的是策略 u0 = (0, 0)还是策略 u0 = (0, 1),

在 t = 0及以前时刻系统的输入和状态都是相同的,但下层决策个体在 t = 0的

输入却不同,前者为 0后者为 1.

其实这是很容易理解的, 因为由下层决策个体的目标函数可知, 它是想将

系统的状态控制到 0 ,因此宏观调控者在未来的输入会影响到下层决策个体当

前的输入. 理性个体为了最优化自己的目标函数会关注系统将来的可能输入,

这与因果系统是不同的. 对于最优控制, 比较常用的是动态规划求解, 其方法

是倒向求解, 从最后时刻向前推导. 在博弈论中也有逆向求解的相应方法. 这

些求解方法最终会形成一个倒向方程,倒向方程中后面时刻的状态决定前面时

刻的状态. 直观分析,每个理性个体在求解自己最优反应时会形成一个倒向方
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程,而统本身的动态是符合因果律的经典前向方程,因此整个 GBCS的动态最

终可能会由正倒向方程来描述,在后面章节中对具体的 GBCS的求解可以清楚

的看到这一点. 当然上面只是直观分析并且假设了完全信息的情况,对于具体

的 GBCS需要进行具体分析.

3.5 例子

这一小节我们给出几个具有实用价值的 GBCS例子,同时也用以说明前面

关于 GBCS定义中各要素的具体含义.

例 3.1 考虑对Markov链控制的问题,已有文献研表明Markov链可以很好的模

拟一些生物过程并且其稳定分布是反应系统特性的重要指标. 在存在对抗性的

生化反应中可以引入 “理性”个体的参与来建模这种对抗. 如果考虑外部干预

来调控这些反应,则可以看成一个对博弈系统的调控,也即是一个 GBCS.

我们给出系统动态为Markov链的 GBCS,其定义如下:

• S = {s1, · · · , ss}是有限个有限博弈的集合并且 |S | = s;

• I 是 N 个个体的集合 (博弈参与者);

• AF = Ai × · · · × AN ,其中 Ai = {ai
1, · · · , ai

mi
}是第 i个个体的行动集合并

且 |Ai| = mi;

• AL 是调控者的有限行动集合并且 |AL| = m;

• P : S × AF × AL × S → [0, 1]是概率转移矩阵;当行动组合为 (aF , aL)时,

系统从状态转 p移到状态 q的概率为 P(p, aF , aL, q);

• R = r1, · · · , rN ,其中 ri : S × AF × AL → R是第 i个个体的收益函数.

记 A = AF × AL. 我们考虑无限阶折扣收益函数,也即
∞∑

k=1

βk
i Er(k)i . ... (3.1)

其中 β (0 ≤ β < 1)是折扣因子, r(k)i 为第 i个个体在时刻 k收到的收益值.

这里我们假设宏观调控者和下层个体均使用平稳的状态反馈控制. 任何给

定调控者的策略, 则系统成为下层个体构成的随机博弈, 由随机博弈的理论可

知,下层个体的博弈必定存在一个平稳策略构成的纳什均衡. 在个体均使用这

个均衡策略时,系统是一个 Markov链,因此可以研究其稳定分布. 调控者的目

的是将系统在均衡处的稳定分布调控到任意想要的分布. 对于这个 GBCS,我
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们可以一一给出定义 3.1 中的各种要素的具体形式. 将例子中的定义转化为定

义 3.1 的形式如下:

1. 参与人集合 N = I = {1, · · · ,N};

2. 系统轨道空间 X = {x(·) : x(k) ∈ ∆(S ), k = 0, 1, · · · }, 系统宏观状态空

间 Y = ∆(S ) ∪ {∞}和系统初始态空间 X0 = ∆(S );

3. 非空策略空间U0 = ∆(AL)S ,Ui = {ui(·) ∈ ∆(Ai)
S , i = 1, · · · ,N;

4. 一个系统动态映射 TD : X0 ×
∏N

j=0U j → X, 在这个例子中, 给定调控

者和个体的决策后,系统变成一个Markov链,对于给定的状态的初始分

布,系统状态按照Markov链的状态转移矩阵进行演化,因此可以得到系

统的动态映射. 由于意义直观清晰但形式稍有点复杂,所以在此省略;

5. 收益函数 J1 = r1, · · · , JN = rN (容易验证这个收益函数符合定义 3.1中

的形式);

6. 系统轨道空间到宏观状态空间的映射 TR : X → Y,此处对于任意系统轨

道 x(·) ∈ X将 TR(x)定义为极限分布,如果极限分布不存在则定义为∞.

可以验证上述的重新定义的 GBCS唯一确定了与例子一样的系统. 宏观状

态目标集合为 O = ∆(S ) ⊂ Y. 这就将例子完全的转化为一个特殊的 GBCS的

能控性问题.

在文献 [49]中研究了类似 Markov链极限分布能控性问题,它可以对许多

实际系统进行建模和分析,比如机器人的空间分布控制、多个体环境监测控制、

自主机器人编队等. 该文献没有考虑可能存在外部攻击者的情况,如果要让系

统稳定安全的运行,我们有必要考虑这种情况. 此时可以使用上述例子给出的

只有一个理性决策个体的 GBCS来进行建模系统,这个个体代表了可能存在的

外部攻击者.

下面我们给出一个连续演化的 GBCS, 这是一个已经存在的模型, 但文献

中并没有从 GBCS的角度来研究这个问题. 它是关于 HIV 治疗的一个模型.

例 3.2 HIV (Human Immunodeficiency Virus) 的治疗一种在被很多人研究. 尽

管 HIV可以通过使用结合三种或更多种的抗逆转录药物的抗逆转录疗法来压

制病毒的繁殖,但它却不能够完全清除 HIV.这使得人一旦感染了 HIV对它的

治疗就几乎是终身的长期治疗[50, 51]. 但是由于 HIV可以很快的变异,所以治疗

的时间越长越会产生对药物抗性就. 同样人体的免疫系统也可以通过变异来压
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制病毒, 这样就形成了病毒与免疫系统之间的一个博弈. 在文献 [50] 中, 作者

提出了一个二人微分博弈来建模病毒与免疫系统的博弈过程. 参与者之一为在

药物干预下的人体免疫系统, 另一个是 HIV. 人们通过这个模型可能寻找到一

种药物治疗的方案使得人体中 HIV长期稳定在一个满意的水平,这样既不会对

身体造成严重的伤害又可以长期压制病毒. 如果我们将药物治疗作为系统的一

个高层输入,则药物的作用就是干预 HIV与免疫系统之间的博弈来调节系统状

态, 这显然构成一个 GBCS. 研究这个系统的能控性就可以得到药物到底能多

大程度的抑制病毒, 这对于治疗方案的需求有重要指导作用, 不考虑博弈的药

物治疗的能控性问题已经有文献在研究[52, 53].

下面我们给出这个系统的具体模型. 系统的动态过程为[50]

dx(t)
dt

= f (x(t), u1(t), u2(t), u(t), t), ... (3.2)

其中 u1(t)和 u2(t)分别是免疫系统和 HIV的输入策略, u(t)药物治疗的输入方

案 (比如固定了几种抗逆转录药物,则该输入为这些药物的不同组合以及剂量).

免疫系统和病毒的收益函数为

Ji(u1, u2, u) =
∫ t f

t0
Li(x(t), u1(t), u2(t), u(t), t)dt. ... (3.3)

关于系统中变量和具体细节可以参考文献 [50]. 治疗方案 u(·)的目的是将系统

的状态控制到想要的值或集合. 药物治疗一般是分疗程,也即时间是有限的,这

里为 t f . 因此,这里研究的能控性可以刻画在一个疗程结束后系统可以达到哪

些状态. 我们这里与文献 [50]一样考虑开环控制.

同样我们也可以将上述 GBCS的几个要素明确地表示出来. 具体如下:

1. 参与人集合 N = {1, 2};

2. 系统轨道空间 X = {[0, t f ] 上的所有连续可微的函数}, 系统宏观状态空

间 Y = Rn 和系统初始态空间 X0 = Rn;

3. 非空策略空间 U0 = {u0 : [0,T ] → D ⊂ Rm | u(·) 关于时间 t分段连续},

Ui = {ui : [0,T ]→ D ⊂ Rmi | u(·)关于时间 t分段连续}, i = 1, 2;

4. 系统动态映射 TD : X0 ×
∏N

j=0U j → X,即为系统初始态和控制输入到

微分方程 3.2解的映射;

5. 收益函数 J1, J2. Ji : X ×
∏N

j=0U j → R,即 3.3中定义的收益函数,很显

然满足定义;
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6. 系统轨道空间到宏观状态空间的映射 TR : X → Y, TR(x(·)) = x(t f ).

宏观状态目标集合为 Rn.

例 3.3 智能电网 (Smart Grid)是一个自动化的电力传输网络,它建立在集成的、

高速双向通信网络的基础上, 通过快速感知和测量用户和电网节点的用电量,

实现电网的可靠、经济、高效地运行. 需求管理 (Demand Response Management,

DRM)是智能电网中的一个重要组成,它通过实时定价实现电力市场中供给与

需求的平衡,同时可以降低用户的用电费用和电力公司的发电成本.

文献 [54–59] 通过博弈的方法来构建 DRM 实现相应的功能. DRM 中

有 N ≥ 1个用户和 M ≥ 1个电力公司,它们是博弈的所有参与者. 这些参与者

进行如下的 Stackelberg博弈: 给定有限的时间段 [0,T ],在博弈一开始,各个电

力公司各自同时设定它们在这段时间的电力单价,然后终端用户在得知这些价

格后决定自己在这个时间段上从哪个电力公司购买多少电量. 在 DRM中存在

一些外部控制输入,比如市场调控者的最高价格政策[55],这些输入可以看成调

控政策并为用户和电力公司所知,它可以影响 DRM的最终均衡.

下面我们具体来考虑这个系统的模型. 设调控政策为 u(t), t ∈ [0,T ], 电

力公司 k 在时间 [0,T ] 上的设定价格为 pk(t), t ∈ [0,T ], 用户 n 的收益函数

为 Juser,n(dn(·),T ),其中 dn(·) = (dn,1(·), · · · , dn,K(·))T ,通过优化 Juser,n(dn(·),T )得

出从电力公司 k 处购买的电量为 dn,k(t)(t ∈ [0,T ]). 电力公司 n 通过优化它收

益函数 Jgen,k 来决定价格. 由于不同电力公司的价格设定会相互影响用户在电

力公司购买的电量,同时电力公司的价格设定是同时的而没有进行交流或协定,

因此电力公司之间进行价格选择的非合作博弈,而用户只单纯的根据设定的价

格进行优化. 设电力公司 k 的发电量 s(t) ∈ R 满足如下微分方程

ṡi(t) = f i(si(t), pi(t), d1,i(t), · · · , dN,i(t), ui(t), u(t)), ... (3.4)

其中 ui(t)是电力公司 i的输入. 电力公司 i的总收益为卖出电量的总收益减去

发电成本,由于有高层的调控,有时还需要再加上调控因素,比如补贴或税收等,

因此收益函数可以表示为

Jgen,k =

∫ T

0

(
min{si(t),

N∑
j=1

d j,i(t)}pi(t) −Ci(ui(t)) + Ki(u(t), si(t), ui(t), pi(t))
)
dt.

... (3.5)
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由于用户之间不存在博弈而只是简单的优化, 因此它们的电力需求只是各个

电力公司价格的函数,设 dk,n(t) = rk,n(p1(·), ·, pK(·)). 将它们带入上述的动态方

程 (3.4)中可简化为

ṡi(t) = fi(si(t), p1(t), · · · , pN(t), ui(t), u(t)), ... (3.6)

其中 fi(·) = f i(si, pi, r1,i(·), · · · , rN,i(·), ui, u).

在这个模型中我们主要关注高层调控者的作用. 作为高层调控者,它更关

注系统的一些宏观状态,比如总发电量、用户和电力公司的参与激励、清洁能

源占比、发电产生有害物质的排放量等. 设这些宏观状态的动态过程为

ẋ(t) = f (x(t), sF(t), pF(t), uF(t), u(t)), ... (3.7)

其中 sF(t) = (s1(t), · · · , sN(t))T , pF(t) = (p1(t), · · · , pK(t))T 和 uF(t) = (uT
1 (t),

· · · , uT
N(t))

T . 例如,假设 x(t)的第一个分量 x1(t)代表从 0 时刻到 t时刻的发电

总量,则它满足

ẋ1(t) =
N∑

j=1

s j(t).

很显然由式 (3.5)到 (3.7)定义的系统是一个 GBCS,研究它的能控性等价于研

究高层调控者对这些宏观状态的调控能力,这可以为宏观调控政策的制定提供

参考和依据.

其他有关 GBCS的例子,比如目前研究比较多的智能交通运输、带领导节

点的无人机编队、覆盖控制等例子,我们不在此一一列举. 在接下来的几章我

们将会就具体的 GBCS的能控性进行深入研究,并给出能控性的一些判定. 本

文我们主要集中在连续时间的动态系统.
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第 4章 确定性 GBCS

4.1 导言

微分博弈起源于 20世纪 50年代美军开展的战机追逃问题的研究,将最优

控制的方法运用到连续时间动态博弈的求解中. 随后更多的人投入到微分博弈

研究领域, 由于微分博弈种类的拓展和求解方法的多样与完善, 它被广泛应用

到许多领域,例如无线传感器网络、经济系统、供应链管理、环境科学等.

有时候这类微分博弈系统的纳什均衡结果并不令人满意甚至是很糟糕的

结果,此时需要外部或上层调控者进行干预以使系统宏观状态满足一定的要求.

很多这类系统中宏观调控者和下层决策个体都有自己的状态以及各自不同的

演化规律,下层理性决策个体有自身的利益追求. 宏观调控者的目的是调控宏

观状态也即它自己的状态,但由于不同个体的输入会影响到其他个体的状态演

化. 因此宏观调控者在调控宏观状态时必须要考虑到下层博弈的影响,这是一

个典型的 GBCS.本章我们考虑这类 GBCS,给出它的数学模型并研究其能控性

问题.

4.2 确定性 GBCS数学模型

考虑下述有一个调控者和 L个下层决策者的层级控制系统:
ẋ(t) = f (t, x(t), x1(t), . . . , xL(t), u1(t), . . . , uL(t), u(t)),

ẋi(t) = fi(t, x(t), x1(t), . . . , xL(t), u1(t), . . . , uL(t), u(t)),

x(0) = x0, xi(0) = xi,0, i = 1, 2, . . . , L, t ∈ [0,T ],

... (4.1)

其中 x(t) ∈ Rn 表示系统的宏观状态, xi(t) ∈ Rni 和 ui(t) ∈ Di ⊂ Rmi 分别是下层

决策个体 i(i = 1, 2, . . . L)的状态和决策输入, u(t) ∈ D ⊂ Rm 代表宏观调控者的

策略输入.

为了符号表示的方便,我们使用下列简写: xF(t) = (x1(t)T , · · · , xL(t)T )T ,这

是所有下层个体的状态构成的,代表系统的微观状态, X(t) = (xT (t), x1(t)T , · · · ,

xL(t)T )T 表示包括系统宏观和微观的所有状态构成的系统整体状态.
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这里我们考虑有限时间调控问题,这在现实中是有很多实例的. 比如中国

的五年计划、市场的一个短期调控、药物治疗的一个疗程等,这些都是考虑有

限时间的调控. 设调控时长为 T > 0, 每个下层决策个体由于有不同的利益追

求,我们用不同的收益函数来代表他们各自的利益. 决策个体 i的收益函数为:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =

Ki(xF(T )) +
∫ T

0

Li(X(·), u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) dt,
... (4.2)

其中函数 Ki(·)和 Li(· · · ) (i = 1, · · · , L)是关于各自变量的连续函数.

从上述收益函数可以看出, 决策个体 i 的收益会受到整个系统的状态 (包

括宏观状态和其他个体的状态) 的影响,这体现在函数 Li(· · · )依赖于系统整体

状态 X(t);但微观个体 i只关注他们同一层次个体的最终状态,而不关心宏观状

态,因此终端收益只与微观状态有关. 这是一个比较符合现实情况的假设.

从第 3章中最一般的 GBCS模型可知,系统的决策先后顺序为: 宏观调控

者首先给出它在整个时间段 [0,T ]上的输入策略 u(·),然后是下层决策个体进行

博弈. 也即整个系统可能出现的博弈集合是由宏观调控者的输入参数化的,宏

观调控者通过输入来决定下层决策个体要进行哪个博弈. 作为 GBCS的初步研

究,我们这里考虑下层个体进行同一层次的非合作微分博弈. 如果要进一步的

研究,可以在这些下层个体中再引入拓扑或层次结构. 这里我们考虑开环策略,

也即下层决策个体的输入只与时间和系统初值有关, 详细定义参见第 2章, 并

假定系统动态和个体收益函数为共同知识.

给定宏观调控者的一个输入策略 u(·),系统成为 L人微分博弈,如果博弈存

在一个唯一的开环纳什均衡 (u∗1, u
∗
2, . . . , u

∗
L),则系统的动态过程为

dx∗(t)
dt

= f (t, X∗(t), u∗1(t), · · · , u∗L(t), u(t)),
dxi(t)

dt
= fi(t, X∗(t), u∗1(t), · · · , u∗L(t), u(t)),

x∗(0) = x0, xi(0) = xi,0, i = 1, 2, · · · , L,

... (4.3)

从上述分析可以看出,系统的动态过程被宏观调控者的控制输入决定从而决定

系统状态的演化. 因此,宏观调控者是通过对下层个体参与的博弈进行干预从

而间接地对系统宏观状态进行调控.

对于宏观调控者来说,它更加关注一段时间的调控后系统的宏观状态是否

达到了目标值. 我们可以认为宏观调控者使用系统宏观状态末值来评价纳什均
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衡的好坏,达到目标的均衡才是好的. 这激发我们引入如下的纳什均衡的能控

性概念.

定义 4.1 由 (4.1)和 (4.2)定义的 GBCS称为是能控的,如果对于任何给定的系

统初值 x(0) = x0 ∈ Rn, xi(0) = xi,0 ∈ Rni , i = 1, 2, . . . , L 和系统宏观状态的末

值 x(T ) = xT ∈ Rn,存在一个宏观输入策略 u(t)(t ∈ [0,T ]),使得下层 L个个体的

微分博弈存在唯一的纳什均衡并且系统 (4.3)的解 x∗(t)满足 x∗(T ) = xT .

在这个定义中初始状态是系统的整体状态,而要求的末值状态仅为系统的

宏观状态. 这是因为系统的微观状态可能从任何初始值开始,不同的微观初始

态导致不同的宏观状态的演化. 因此,如果宏观调控者想将宏观状体调到指定

的目标值,它必须考虑所有可能的系统整体初始状态.

4.3 一般非线性 GBCS能控性判定

我们假设宏观调控者和下层决策个体 i的允许控制集分别为:

u(·) ∈ U ≜ {u : [0,T ]→ D ⊂ Rm | u(·)关于时间 t分段连续}

ui(·) ∈ Ui ≜ {u : [0,T ]→ Di ⊂ Rmi |ui(·)关于时间 t分段连续},
... (4.4)

微分方程 (4.1)可以重写为如下形式:
dX(t)

dt
= f̃ (t, X(t), u1(t), u2(t), . . . , uL(t), u(t)),

X(0) = X0,

... (4.5)

其中

X(t) = [xT (t), xT
1 (t), · · · , xT

L(t)]
T ,

f̃ (t, X(t), u1(t), u2(t), . . . , uL(t), u(t)) =

f (t, x(t), x1(t), . . . , xL(t), u1(t), · · · , uL(t), u(t))

f1(t, x(t), x1(t), . . . , xL(t), u1(t), · · · , uL(t), u(t))
...

fL(t, x(t), x1(t), . . . , xL(t), u1(t), · · · , uL(t), u(t))


.

... (4.6)

对于一般非线性 GBCS,我们需要引入一些合理的假设.

(A1) 所有函数 f̃ , Ki, Li 都是连续函数; f̃ (t, X, u1, u2, · · · , uL, u) 关于 X 是

连续可微的; f̃X 是连续函数; 并且 Ki(xF) 和 Li(t, X, u1, u2, · · · , uL, u) 分别关

于 xF 和 X是连续可微的.
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在上述假设成立的条件下, 对于任意给定的 u(·) ∈ U, ui(·) ∈ Ui, i =

1, 2, · · · , L和系统状态初始值,方程 (4.5)在 [0,T ]上存在唯一解.

引进下面的 L个哈密尔顿 (Hamiltonian)量:

Hi(t, X, u1, · · · , uL, u, qi)
∧
=

< qi, f̃ (t, X, u1, · · · , uL, u) > −Li(t, X, u1, · · · , uL),

其中 i = 1, 2, · · · , L.

如文献 [60, 380页, (A2)]类似的假设,我们给出如下假设.

(A2) 对任意 (t, X) ∈ [0,T ] × RN , u(·) ∈ U 和任意向量 q1, · · · , qL ∈ RN ,存在

唯一的 (u∗1, · · · , u∗L) ∈ D1 × · · · × DL 满足

u∗i = arg min
ui∈Di

Hi(t, X, u∗1, · · · , u∗i−1, ui, u∗i+1, · · · , u∗L, u, qi)

其中 i = 1, 2, · · · , L,对应的映射为

(t, X, q1, · · · , qL, u(·))→

(u∗1(t, X, q1, · · · , qL, u(·)), · · · , u∗L(t, X, q1, · · · , qL, u(·))).

对于仿射非线性系统,有一些简单的条件可以使得假设成立 (A1)和 (A2)[60].

如果假设 (A2)成立并且对于 u(t), t ∈ [0,T ], X(0) = X0 下层决策个体构成

的微分博弈纳什均衡 (u∗1(·), · · · , u∗L(·))存在,则使用极大值原理我们可以得到:

Ẋ(t) = f̃ (t, X(t), u∗1(t), . . . , u
∗
L(t), u(t)),

q̇i(t) = − ( f̃X)
T (t, X(t), u∗1(t), . . . , u

∗
L(t), u(t))qi(t)+

(Li)X(t, X(t), u∗1(t), . . . , u
∗
L(t), u(t)),

X(0) = X0, qi(T ) = (K̃i)X(X(T )), i = 1, · · · , L,

... (4.7)

其中 K̃i(X) = Ki(xF).

由于方程 (4.7) 中的均衡控制输入 u∗i , i = 1, · · · , L 是关于 t, X, q1, · · · , qL,

u(·)的函数,我们可以将式 (4.7)中的函数重写为如下形式:

F(t, X(t), q1(t), . . . , qL(t), u(t))
∧
= f̃ (t, X(t), u∗1(t), . . . , u

∗
L(t), u(t)),

FT
X(t, X(t), q1(t), . . . , qL(t), u(t))

∧
= ( f̃X)

T (t, X(t), u∗1(t), . . . , u
∗
L(t), u(t)),

Qi(t, X(t), q1(t), . . . , qL(t), u(t))
∧
= (Li)X(t, X(t), u∗1(t), . . . , u

∗
L(t), u(t)),

QiT (X)
∧
= (K̃i)X(X), i = 1, · · · , L.
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(A3) 对任意宏观输入策略 u(·) ∈ U 和系统初始值 X0,由式 (4.1)和 (4.2)定

义的微分博弈存在纳什均衡.

需要注意在我们上面的模型中,宏观调控者的输入 u(·) ∈ U 是分段连续的

开环控制, 也即它是关于时间 t 的分段连续函数. 因此, 使用研究时变非线性

系统最优控制存在的类似方法,比如参考文献 [61, 62],我们可以研究上述微分

博弈纳什均衡的存在性问题. 尤其当决策个体的收益函数是凸函数时,使用结

论 [60, Theorem A.9],在某些情况下可以得到纳什均衡存在等价为正倒向微分

方程 (4.7)解的存在. 此时, 我们可以在下面关于非线性 GBCS 能控性的定理

中去掉假设 (A3). 一般我们可以使用动态规划的方法来研究纳什均衡的存在

性,其把均衡的存在性问题转化为 Hamilton-Jacobi-Isaacs方程粘滞解的存在性

问题[63, 64].

正如我们前面提到的,我们只关心 GBCS宏观状态 x(t)的能控性,它只是

方程 (4.6) 中状态 X(t) 的前 n 个分量. 当我们使用极大值原理来求解下层个

体形成的微分博弈的纳什均衡时, 我们会得到一个以系统状态 x(t) 为正向过

程 {pi(t) : i = 1, · · · , L}为倒向过程的正倒向微分方程. 这个方程不仅与纳什均

衡的存在性有关,还刻画了当系统处于均衡时系统状态的演化过程. 因此它对

我们研究宏观调控者的能控性有紧密关系,这激发我们引入如下关于正倒向随

机微分方程部分能控性的定义.

定义 4.2 耦合的正倒向微分方程 (4.7) 称为部分能控的, 如果对任何初始

值 X0 和任意的末值 xT ∈ Rn, 存在控制输入 u(t), 使得方程 (4.7) 存在唯一

解 x(·)并满足 x(T ) = xT .

下面给出一般非线性 GBCS能控性的刻画.

定理 4.1 如果 (4.1) 和 (4.2) 定义的 GBCS 满足假设 (A1), (A2) 和 (A3), 则

该 GBCS是能控的当且仅当下述正倒向微分方程是部分能控的:

Ẋ(t) = F(t, X(t), q1(t), . . . , qL(t), u(t)),

q̇i(t) = Qi(t, X(t), q1(t), . . . , qL(t), u(t))

− FT
X(t, X(t), q1(t), . . . , qL(t), u(t))qi(t),

X(0) = X0, qi(T ) = QiT (X(T )), i = 1, · · · , L.

... (4.8)
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对于一般非线性的 GBCS,由于上述正倒向微分方程是高度耦合和非线性

的,我们很难得到显示的关于能控性的判定条件. 但我们将对 GBCS的能控性

转化为关于正倒向微分方程的部分能控性问题,这对进一步的研究提供了基础,

下面关于线性 GBCS就是运用了相应的结果.

4.4 线性 GBCS能控性判定

考虑下述有一个上层宏观调控者和 L个下层决策个体的线性二次非合作

微分博弈:

dx(t)
dt

=A(t)x(t) +
L∑

i=1

Ai(t)xi(t) +
L∑

i=1

Di(t)ui(t) + B(t)u(t),

dxi(t)
dt

=Ei(t)x(t) +
L∑

j=1

Fi j(t)xi(t) +
L∑

j=1

Bi j(t)u j(t) + Bi(t)u(t),

x(0) =x0, xi(0) = xi,0 (i = 1, 2, . . . , L).

... (4.9)

个体 i(i = 1, 2, . . . , L)通过选择输入策略 ui(·)最小化的收益函数为:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =
1

2
xF(T )T QiT xF(T )

+
1

2

∫ T

0

[XT (t)Qi(t)X(t) + uT
i (t)Ri(t)ui(t)] dt,

... (4.10)

其中,对任意 t ∈ [0,T ], Ri(t) > 0, Qi(t)和 QiT 对称,矩阵 A(t), B(t), Ai(t), Bi(t),

Ci(t), Ei(t), Fi(t), Qi(t), Ri(t), i = 1, 2, · · · , L的所有元素是关于时间的分段光滑

函数,向量 x, xi, u, ui 的维数分别为 n, ni, m, mi.

这是对应于一般非线性 GBCS (4.1)和 (4.2)的线性 GBCS.模型中下层决

策个体的收益函数不直接依赖于其他决策个体的输入. 在许多的使用微分博弈

来建模的控制系统中比较常见. 每个个体的收益函数直接受自己控制影响,但

可以通过影响系统状态间接的影响其他个体的收益,比如文献 [65]中的多个体

防碰撞系统.

4.4.1 主要定理

从定理 4.1可知, GBCS的能控性等价于正倒向微分方程 (4.8)的部分能控

性. 为了将线性 GBCS对应的正倒向微分方程写成更紧凑的形式,我们引入如
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下的一些记号:

A(t) =



Ã(t) B̃1(t)R−11 (t)B̃T
1 (t) . . . B̃L(t)R−1L (t)B̃T

L(t)

Q1(t) −ÃT (t) . . . 0N×N

...
...

. . .
...

QL(t) 0N×N . . . −ÃT (t)


,

B(t) =



B̃(t)

0N×m

...

0N×m


, N = n +

L∑
i=1

ni,

... (4.11)

其中

Ã(t) =



A(t) A1(t) . . . AL(t)

E1(t) F11(t) . . . F1L(t)
...

...
. . .

...

EL(t) FL1(t) . . . FLL(t)(t)


,

Q̃iT =

 0n×n 0n×(N−n)

0(N−n)×n QiT



B̃(t) =



B(t)

B1(t)
...

BL(t)


, B̃i(t) =



Di(t)

B1i(t)
...

BLi(t)


.

... (4.12)

线性 GBCS对应的正倒向微分方程 (4.8)也是线性的, 其可以写成如下形

式:

˙X(t) = A(t)X + Bu(t),

其中 X(t) = (XT (t), qT
1 (t), · · · , qT

L(t))
T . 因此, 上面定义中的矩阵 A(t) 恰好是系

统 (4.8)的系统矩阵,而矩阵 B(t)为控制矩阵.

下面给出线性 GBCS的一些基本假设.

(A1) 当 GBCS (4.9)-(4.10)宏观调控输入为零,也即 u(t) = 0, t ∈ [0,T ],对

任意的系统初始值 x0, xi,0(i = 1, 2, . . . , L),下层 L个决策个体构成的线性二次微
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分博弈 (4.9)-(4.10)存在一个开环的纳什均衡.

这个假设是指, 当没有宏观策略进行调控时, 下层个体构成的微分博弈是

存在均衡的,这是一个很合理的假设. 因为宏观调控者是通过调控下面决策个

体形成的纳什均衡来对系统状态进行调控的. 如果下层纳什均衡都不存在,则

对于宏观调控者而言很难预测下层个体的行为,也就无从谈调控.

(A2) 下述 Riccati微分方程组在 [0,T ]上存在对称解 K j, j = 1, 2, · · · , L:
K̇ j(t) = −ÃT K j − K jÃ − Q j + K jS̃ jK j,

K j(T ) = Q̃ jT ,
... (4.13)

其中 S̃ j = B̃ jR−1j B̃T
j .

注释 4.1 从文献 [66, Page 269, Note 2] 可知, 如果假设 (A1) 成立, 则上

述 Riccati 微分方程组在 (0,T ] 而不是 [0,T ] 上存在对称解. 上述 Riccati 微分

方程组存在解的假设在线性二次最优控制中属于一般假设, 当矩阵 Qi(t), QiT ,

(i = 1, 2, · · · , L)为正定矩阵时,假设 (A2) 自动成立.

定义系统转移矩阵 Φ(t)为:
dΦ(t)

dt
= −Φ(t)A(t),

Φ(0) = I(L+1)N ,

... (4.14)

系统能控性 Gramian矩阵 W 为:

W(T ) =
∫ T

0

Φ(t)B(t)B
T
(t)ΦT (t) dt. ... (4.15)

定理 4.2 设线性 GBCS (4.9)-(4.10)满足假设 (A1)和 (A2). 则该 GBCS是能控

的当且仅当下面的矩阵是满秩的:
0N×(LN)

INL

 ,Φ(T )QT

0n×(N−n)

IN−n

 ,W(T )

 , ... (4.16)

其中

QT =



IN

Q̃1T

...

Q̃LT


∈ R(L+1)N×N . ... (4.17)
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考虑如下不含微观状态的特殊 GBCS:
dx(t)

dt
=A(t)x(t) +

L∑
i=1

Bi(t)ui(t) + B(t)u(t),

x(0) =x0.

... (4.18)

个体 i(i = 1, 2, . . . , L)通过选择输入策略 ui(·)最小化的收益函数为:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =
∫ T

0

[xT (t)Qi(t)x(t) + uT
i (t)Ri(t)ui(t)] dt, ... (4.19)

上述判定性定理可以简化为下述推论[67].

推论 4.1 设 GBCS (4.18)-(4.19)满足假设 (A1)和 (A2),则该 GBCS是能控的当

且仅当下面的矩阵是满秩的: 
0N×(LN)

INL

 ,W(T )

 . ... (4.20)

证明: GBCS (4.18)-(4.19)是GBCS (4.9)-(4.10)的特殊情况,即 ni = 0,QiT =

0, i = 1, · · · , L,和 N = n. 因此在简化的 GBCS中没有下述矩阵

Φ(T )QT

0n×(N−n)

IN−n

 .
所以,矩阵 (4.16)满足等价于矩阵 (4.20)满秩.

注释 4.2 如果 GBCS (4.18)-(4.19)中的矩阵 Bi = 0, i = 1, · · · , L,此时系统动态

不受下层个体输入的影响,直观上该系统退化为经典的线性控制系统. 很容易

验证上述秩判定条件也自动退化为经典线性控制理论中线性控制系统能控性

的条件.

对于线下定常系统我们可以得出更加简洁的判定,而无需计算系统转移矩

阵. 此时矩阵 A(t), B(t), Ai(t), Bi(t),Ci(t), Ei(t), Fi(t),Qi(t), Fi(t)(i = 1, 2, . . . , L)均

与时间 t 无关,将它们分别记为 A, B, Ai, Bi,Ci, Ei, Fi,Qi,Ri(i = 1, 2, . . . , L).

定理 4.3 设线性 GBCS (4.9)-(4.10) 是定常的并且满足假设 (A1) 和 (A2). 则

该 GBCS 是能控的当且仅当下述秩条件:

rank(QC) = N, ... (4.21)
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其中

QC =
[
QC1, QC2

]
,

QC1 =
[
B̃, ÃB̃, Ã2B̃ + P1, · · · , Ã(L+1)N−1B̃ + P(L+1)N−2

]
,

Pk =
[
IN 0

]
A

k+1
B − Ãk+1B̃,

QC2 =
[
IN 0

]
e−AT QT

0n×(N−n)

IN−n

 ,
矩阵 A和 B对应于式 (4.11)中的时不变矩阵.

对于没有系统微观状态的定常 GBCS,我们可以得到更简洁的结论.

推论 4.2 设线性 GBCS (4.9)-(4.10)是定常的并且没有系统微观状态,也即 ni =

0, i = 1, · · · , L. 在假设 (A1)和 (A2)成立的条件下,该 GBCS 是能控的当且仅

当下述秩条件成立:

rank(QC1) = n.

此时对任意的 s ∈ Λ(A)我们有:

rank(
[
A − sIn, B1R−11 BT

1 , · · · , BLR−1L BT
L , B
]
) = n. ... (4.22)

注释 4.3 很容易验证对于没有系统微观状态 (ni = 0, i = 1, · · · , L)的二阶 (n =

2) GBCS我们有下面结论:

(A, B)是能控的 ⇒ GBCS 是能控的. ... (4.23)

但一般情况下,没有下层决策个体参与的系统能控性,也即 (A, B)的能控性,与

原 GBCS的能控性之间没有直接的关系. 例如,考虑下面具有一个宏观调控者

和一个下层决策个体的 GBCS:

A =


0 0 0

1 0 0

0 1 0

 , B =


1

0

0

 , L = 1,

Q1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , B1 =


1

0

0

 ,R1 = 1, ni = 0,
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可以验证 (A, B)是能控的,但是 (QC1) = 2 < 3,也即 GBCS是不能控的. 反之考

虑下面具有一个宏观调控者和一个下层决策个体的 GBCS:

A =

1 0

0 1

 , B =

10
 , L = 1,

Q =

1 0

0 1

 , B1 =

11
 ,R1 = 1, n1 = 0,

很明显 (A, B)是不能控的,但 (QC1) = 2,也即 GBCS是能控的. 由此可知,对于

某些线性控制系统, 如果不是不能控的, 但通过引入适当的博弈参与者可能使

得系统变得是能控的了. 但由上一个例子也可知,对于可控的系统引入博弈也

可能导致变得不可控.

4.4.2 实例

考虑以已经被许多人研究的最优经济稳定政策 (optimal economic stabiliza-

tion policies) 问题[68–70]. 在许多国家, 宏观经济政策是由不同部门制定和实施

的,而这些部门有各自的利益追求,因此它们之间可能存在利益冲突. 对这类问

题常常可以使用动态博弈来建模和研究. 文献 [68]用线性二次离散动态博弈来

研究最优经济稳定政策在参考点附近的动态过程. 其对应的连续时间模型为

ẋ(t) = Ax(t) +
k∑

i=1

Biui(t) + Cz(t), ... (4.24)

其中 ui(i = 1, · · · , k)是不同部门的相应控制变量,它们通过制定自己的政策来

最小化各自的损失函数

Ji =

∫ T

0

(
xT (t)Qix(t) + uT

i (t)Riui(t)
)
dt. ... (4.25)

这上述模型中, z(t) 属于所有部门都知道的公共政策或法律. 已知的文献

一般都研究在给定 z(t) 后不同部门为达成什么样的均衡政策. 很显然, 不同

的 z(t)会导致不同的纳什均衡从而得到不同的系统状态演化. 在不同的经济环

境中,宏观调控者可能为了实现不同的宏观经济目标而制定和实施不同的公共

政策 z(t), 宏观经济指标可以用系统的状态来表示. 给定任意的宏观经济指标,

是否存在相应的公共政策 z(t) 来达到这一指标的问题对宏观调控者来说很重

要. 这正是 GBCS (4.24)-(4.25)的能控性问题.
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系统中的矩阵可以通过经济数据得到,从而可以应用上一节的能控性判定

来解决这个问题,在此我们不给出具体的计算过程.

4.4.3 主要定理证明

这部分我们给出定理的证明. 在证明之前,我们先来分析线性 GBCS.

暂时假定对 u(t)(t ∈ [0,T ])和系统初始状态 x0, xi,0(i = 1, 2, . . . , L),下层决

策个体之间形成的微分博弈存在唯一的开环纳什均 (u∗1(·), u∗2(·), · · · , u∗L(·)). 则

根据极大值原理, Hamiltonian量

Hi =
1

2
(XT QiX + uT

i Riui) + ϕ
T
i (ÃX +

L∑
j=1

B̃ ju j + B̃u) ... (4.26)

被 u∗i ,(i = 1, · · · , L)最小化,因此

u∗i (t) = R−1i (t)B̃T
i (t)ϕi(t), i = 1, 2, · · · , L ... (4.27)

其中 ϕi(t), i = 1, 2, · · · , L是满足如下方程的伴随变量:
ϕ̇i(t) = Qi(t)X(t) − ÃT (t)ϕi(t),

ϕi(T ) = Q̃iT X(T ), i = 1, 2, · · · , L,
... (4.28)

和 
Ẋ(t) = Ã(t)X(t) +

L∑
i=1

B̃i(t)u∗i (t) + B̃(t)u(t),

X(0) = X0

... (4.29)

将方程 (4.27)-(4.29)合在一起, 我们就得到了描述系统在纳什均衡处的的动态

方程: 

u∗i (t) = R−1i (t)B̃T
i (t)ϕi(t),

Ẋ(t) = Ã(t)X(t) +
L∑

i=1

B̃i(t)u∗i (t) + B̃(t)u(t),

ϕ̇i(t) = Qi(t)X(t) − ÃT (t)ϕi(t),

X(0) = X0, ϕi(T ) = Q̃iT X(T ), i = 1, 2, · · · , L

... (4.30)

其中 X(t) = (xT (t), xT
1 (t), · · · , xT

L(t))
T .
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为了得到更加紧凑的表示,我们引入如下定义或记号:

S̃ (t) = [S̃ 1(t), · · · , S̃ L(t)]

= [B̃1(t)R−11 (t)B̃T
1 (t), · · · , B̃L(t)R−1L (t)B̃T

L(t)],

P̃(t) =

L︷                       ︸︸                       ︷
−ÃT (t)

. . .

−ÃT (t)

,
Q̃(t) = [QT

1 (t), · · · ,QT
L(t)]

T ,

Q̃T = [Q̃T
1T , · · · , Q̃T

LT ]
T ,

ϕ(t) = [ϕT
1 (t), · · · , ϕT

L(t)]
T .

... (4.31)

因此, (4.30)可以被改写为:
Ẋ(t) = Ã(t)X(t) + S̃ (t)ϕ(t) + B̃(t)u(t),

ϕ̇(t) = Q̃(t)X(t) + P̃(t)ϕ(t),

X(0) =X0, ϕ(T ) = Q̃T X(T ),

... (4.32)

这是一个正倒向微分方程.

为了证明主要定理,我们先给出一些重要命题.

命题 4.1 考虑正倒向微分方程
Ẋ(t) = A(t)X(t) + B(t)Y(t) + c(t),

Ẏ(t) = C(t)X(t) + D(t)Y(t) + d(t),

X(0) = X0, Y(T ) = QT XT , 0 ⩽ t ⩽ T,

... (4.33)

其中 X(t) ∈ Rn, Y(t) ∈ Rm,对任意初值 X0 方程 (4.33)存在唯一解当且仅当下面

的矩阵非奇异:

[
In, 0

]
Φ−1(T, 0)

 In

QT

 , ... (4.34)

其中 Φ(t, s)是系统转移矩阵,也即
∂Φ(t, s)
∂t

= E(t)Φ(t, s)

Φ(s, s) = I(n+m)

, E(t) =

A(t) B(t)

C(t) D(t)

 . ... (4.35)
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证明 下面的证明类似于文献 [66, Page 267]的思路. 设

v ∧=
∫ T

0

Φ(T, t)

c(t)d(t)

 dt ∈ Rm+n.

容易验证对任意初值 X0方程 (4.33)有解当且仅当

(P + QΦ(T, 0))Z(0) + Qv =

X0

0

 ... (4.36)

对任意初值 X0是可解的,其中

P =

In 0

0 0m

 , Q =

 0n 0

−QT Im

 , Z(t) =

X(t)Y(t)

 .
记

Z = Φ(T, 0)Z(0), [W1,W2] = [In, 0n×m]Φ
−1(T, 0),

可知对任意初值 X0, (4.36)可解等价于方程 W1 W2

−QT Im

Z =

X0

V


对任意 X0是可解的,其中 V 是 Qv的后 m个分量. 该方程的可解性进一步可以

等价为下面的方程对任意 X0是可解的:In −W2

0 Im


 W1 W2

−QT Im

Z =

In −W2

0 Im


X0

V

 ,
也即

WZ1
∧
= (W1 + W2QT )Z1 =

[
W1,W2

]  In

QT

Z1 = X0

对任意的 X0是可解的. 这意味着 W 非奇异,但是

W =
[
In, 0

]
Φ−1(T, 0)

 In

QT

 ,
所以存在性得证.

对于任意 X0,我们使用反证法证明方程 (4.33)的解唯一. 假设解不唯一,则

存在两个不同的解,分别记为 (X1(·),Y1(·))和 (X2(·),Y2(·)). 由线性微分方程的
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理论可知 X1(T ) , X2(T )并且

Φ(T, 0)

 X0

Y1(0)

+ v =

 X1(T )

QT X1(T )

 ,
Φ(T, 0)

 X0

Y2(0)

+ v =

 X2(T )

QT X2(T )

 .
将上述两个等式左右分别相减可得

Φ(T, 0)

 0

Y1(0) − Y2(0)

 =
 X1(T ) − X2(T )

QT (X1(T ) − X2(T ))

 ,
因此

[
In, 0

]  0

Y1(0) − Y2(0)


=
[
In, 0

]
Φ(T, 0)−1

 X1(T ) − X2(T )

QT (X1(T ) − X2(T ))

 .
通过简单的代数运算可以得到

0 =
[
In, 0

]
Φ(T, 0)−1

 In

QT

 (X1(T ) − X2(T ))

=W(X1(T ) − X2(T )).

但W 是可逆的,因此 X1(T ) − X2(T ) = 0. 这与 X1(T ) , X2(T )矛盾,所以唯一性

得证. □

命题 4.2 考虑如下的仿射线性二次微分博弈:
dx(t)

dt
= A(t)x(t) +

L∑
i=1

Bi(t)ui(t) + c(t),

x(0) = x0 (∈ Rn),

... (4.37)

每个 u j(·)试图最小化如下收益函数:

J j(u j(·)) =
1

2

∫ T

0

[xT (t)Q j(t)x(t) + uT
j (t)R j(t)u j(t)]dt

+
1

2
xT (T )Q jT x(T ),

... (4.38)
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其中 Ri(·) > 0并且 Qi, QiT 是对称的, i = 1, 2, · · · , L. 假设下面的 L个 Riccati方

程在 [0,T ]上存在一组对称解 K j:
K̇ j(t) = −AT K j − K jA − Q j + K jS jK j,

K j(T ) = Q jT , j = 1, 2, · · · , L,
... (4.39)

其中 S i(t) = Bi(t)R−1ii (t)B
T
i (t), i = 1, 2, · · · , L,则对 x0,微分博弈 (4.37)-(4.38)存

在一个开环纳什均衡当且仅当下面的正倒向微分方程存在解:

ẋ(t) = A(t)x(t) −
L∑

i=1

S i(t)ϕi(t) + c(t),

ϕ̇i(t) = − Qi(t)x(t) − AT (t)ϕi(t),

x(0) = x0, ϕi(T ) = QiT x(T ), i = 1, 2, · · · , L.

... (4.40)

进一步,如果对任意的 x0 ∈ Rn 上述微分博弈均存在开环纳什均衡,则对任

意的 x0 ∈ Rn上述微分博弈均的开环纳什均衡必定唯一.

证明 对于仅有两个参与者以及没有外部输入 c(t)的微分博弈 (4.37)-(4.38)相

关结论已在文献 [66, Theorem 7.1]中得到了证明.

(1) 充分性: 假设存在一个纳什均衡 (u∗1, · · · , u∗L), 则, 使用下面证明定

理 4.2 的类似方法, 我们可以得到正倒向微分方程 (4.40). 因此如果纳什均

衡存在,则 (4.40)必定存在解.

(2) 必要性: 即方程 (4.39) 和方程 (4.40) 的解分别为 Ki(t), i =

1, · · · , L和 [xT (t), ϕT
1 (t), · · · , ϕT

L(t)]
T ,考虑过程

mi(t) = ϕi(t) − Ki(t)x(t).

则, mi(T ) = 0. 对 mi(t)微分可得

ṁi(t) = ϕ̇i(t) − K̇i(t)x(t) − Ki(t)ẋ(t)

= − Qi(t)x(t) − AT (t)ϕi(t)−

[−A(t)T Ki(t) − Ki(t)A(t) − Qi(t)+

Ki(t)S i(t)Ki(t)]x(t)−

Ki(t)[A(t)x(t) −
L∑

j=1

S j(t)ϕ j(t) + c(t)],
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因此

ṁi(t) = (Ki(t)S i(t) − AT (t))mi(t)+

Ki(t)[
L∑

j,i

S j(t)m j(t)]+

Ki(t)[
∑
j,i

S j(t)m j(t)]x(t) − Ki(t)c(t).

定义决策组合如下

{u∗i (t) = −R−1i (t)BT
i (t)(Ki(t)x(t) + mi(t)), i = 1, · · · , L}, ... (4.41)

我们将证明这个决策组合构成上述微分博弈的一个开环纳什均衡.

任意选择参与者 i, 不是一般性我们假设 i = 1, 固定其他参与者的策略

为 (4.41) 中对应的策略. 如果我们能够证明 u∗1(t)对于参与者 1是最优的,则根

据纳什均衡的定义可知 (4.41)构成一个纳什均衡. 这正是我们接下来要做的.

用 u∗2(t), · · · , u∗L(t)代替系统 (4.37)-(4.38)中的 u2(t), · · · , uL(t),对参与者 1求

解如下最优控制问题:

min
u1

J1(u1, u∗2, · · · , u∗L) =

1

2

∫ T

0

[xT (t)Q1(t)x(t) + uT
1 (t)R1(t)u1(t)]dt+

1

2
xT (T )Q1T x(T ),

其中 
ẋ(t) = A(t)x(t) + B1(t)u1(t) +

L∑
i=2

Bi(t)u∗i (t) + c(t),

x(0) = x0.

因为 Riccati方程
K̇1(t) = −AT K1 − K1A − Q1 + K1B1R−11 BT

1 K1,

K1(T ) = Q1T ,

在 [0,T ]上有解,根据线性二次最优控制的理论可知上述对于参与者 1的最优

控制存在如下的唯一最优解:

ũ1(t) = −R−11 (t)BT
1 (t)(K1(t)x̃(t) + m̃1(t)),
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其中 m̃1(t)是下面方程的解

˙̃m1(t) = (K1(t)S 1(t) − AT (t))m̃1(t)−

K1(t)(
L∑

i=2

Bi(t)u∗i (t) + c(t)),

m̃1(T ) = 0,

... (4.42)

并且 x̃(t)满足如下方程

˙̃x(t) = (A(t) − S 1(t)K1(t))x̃(t) − S 1(t)m̃1(t)+
L∑

i=2

Bi(t)u∗i (t) + c(t),

x̃(0) = x0.

... (4.43)

可以验证 x̃(t) = x(t)和 m̃1(t) = m1(t)满足微分方程 (4.42)-(4.43). 因为微分方

程 (4.42)-(4.43)解唯一,所以 u∗1(t)是参与人 1的最优控制,也就是说

J1(u∗1, u
∗
2, · · · , u∗L) ⩽ J1(u1, u∗2, · · · , u∗L). ... (4.44)

由于参与人 1是任意选择的,所以上述不等式对任意的 i ∈ {1, 2, · · · , L}均成立,

也即对任意的 i ∈ {1, 2, · · · , L},

J1(u∗1, · · · , u∗i−1, u∗i , u∗i+1, · · · , u∗L) ⩽

J1(u∗1, · · · , u∗i−1, ui, u∗i+1, · · · , u∗L).
... (4.45)

因此 (u∗1, · · · , u∗L)是一个纳什均衡.

如果对任意 x0微分博弈的开环纳什均衡存在,则正倒向微分方程 (4.40)对

任意初始值 x0 存在解. 由命题 4.1可知方程的解必唯一,因此纳什均衡也必定

唯一. □

命题 4.3 若果假设 (A2)成立,则对任意的宏观调控者的输入 u(t)(t ∈ [0,T ])和

任意系统初始值 x0, xi,0(i = 1, 2, . . . , L), 下层决策个体之间形成的微分博

弈 (4.9)-(4.10)存在开环纳什均衡当且仅当正倒向微分方程 (4.32)存在解. 进一

步,如果假设 (A1)和 (A2)都成立,则方程的解存在且唯一,也即微分博弈 (4.9)-

(4.10)存在唯一的开环纳什均衡.
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证明 对任意的宏观输入 u(t)(t ∈ [0,T ]), GBCS (4.9)-(4.10)成为类似引理 4.2的

一个仿射线性二次微分博弈, 其中在系统 (4.37)-(4.38) 的矩阵 A(t), Bi(t), c(t),

Qi(t), Ri(t), QiT 分别是 (4.12)中的矩阵 Ã(t), B̃i(t), B̃(t), u(t), Qi(t), Ri(t), Q̃iT .

如果假设 (A2)成立,则这正是命题 4.2的结论.

因为假设 (A2)成立,则假设 (A1)等价于当 c(t) = 0(t ∈ [0,T ])时,对任意的

初始值方程 (4.40)有解. 由命题 可知方程 (4.40)解唯一. □

定义空间

W = {
∫ T

0

Φ(T, t)B(t)u(t) dt |

u(t)(t ∈ [0,T ])是容许控制}
... (4.46)

和矩阵

W(T, 0) =
∫ T

0

Φ(T, s)B(s)B
T
(s)ΦT (T, s) ds, ... (4.47)

其中 Φ(t, s)定义如下: 
∂Φ(t, s)
∂t

= A(t)Φ(t, s)

Φ(s, s) = I(L+1)N .

... (4.48)

命题 4.4 Im(W(T, 0)) = W.

证明 (1)我们首先证明 Im(W(T, 0)) ⊆ W.

设 {ei, i = 1, 2, · · · , (L + 1)N}为欧式空间 R(L+1)N 的一组基. 则

W(T, 0)ei =

∫ T

0

Φ(T, t)B(t)B
T
(t)ΦT (T, t) dtei

=

∫ T

0

Φ(T, t)B(t)B
T
(t)ΦT (T, t)ei dt

=

∫ T

0

Φ(T, t)B(t)u(t) dt

其中我们让 u(t) = B
T
(t)ΦT (T, t)ei. 因此, 对于任意的 i = 1, 2, · · · , (L +

1)N 有 W(T, 0)ei ∈ W,所以 Im(W(T, 0)) ⊆ W 成立.

(2)现在证明 Im(W(T, 0)) = W.
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使用反证法并假设结论不成立, 也即 Im(W(T, 0)) ⊊ W. 因此存在非零向

量 0 , z ∈ W 并且 zT W(T, 0)z = 0,所以

0 =zT
∫ T

0

Φ(T, t)B(t)B
T
(t)ΦT (T, t) dtz

=

∫ T

0

zTΦ(T, t)B(t)B
T
(t)ΦT (T, t)z dt

=

∫ T

0

||zTΦ(T, t)B(t)||2 dt,

这意味着 zTΦ(T, t)B(t) = 0在 [0,T ]上几乎处处成立. 因为 z ∈ W,存在 u(t)满

足 z =
∫ T

0
Φ(T, t)B(t)u(t) dt,所以

||z|| =zT z

=zT
∫ T

0

Φ(T, t)B(t)u(t) dt

=

∫ T

0

zTΦ(T, t)B(t)u(t) dt = 0,

这与 z , 0矛盾,命题得证. □

命题 4.5 GBCS (4.9)-(4.10)是能控的当且仅当下面的矩阵满秩Φ(T, 0)
 0INL

 , W(T, 0), QT

 0

IN−n


 , ... (4.49)

其中 QT 在 (4.17)已定义,它又可以写成如下形式:

QT =

 IN

Q̃T

 ∈ R(L+1)N×N .

证明 由定理 4.1、命题 4.1和命题 4.3可知, GBCS (4.9)-(4.10)能控等价于正倒

向微分方程 (4.32)部分能控,因此我们只需要证明方程 (4.32)部分能控等价于

矩阵 (4.49)满秩.

我们分别证明充分和必要条件.

(1)充分性.

假设命题 4.5中的 (L + 1)N × ((2L + 2)N − n)(4.49)维矩阵 (4.49)满秩,则

54



第 4章 确定性 GBCS

它至少有一个右可逆矩阵,任取一个记为 M−1. 记

M1 = Φ(T, 0)

 0INL

 ,M2 = W(T, 0),M3 = QT

 0

IN−n

 ,
M = [M1,M2,M3],

将右可逆矩阵 M−1分成如下分块矩阵

M−1 =


M1

M2

M3

 ,
则我们有

MM−1 = I(L+1)N , 或者

M1M1 + M2M2 + M3M3 = I(L+1)N .
... (4.50)

对于任意的初始状态 X0 和终止状态 xT ∈ Rn,我们构造如下的宏观调控输

入 u(·)以及伴随变量 ϕ的初值:

u(t) = B
T
(t)ΦT (T, t)M2(Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v

),

ϕ0 = M1(Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v

) ∈ RLN ,

... (4.51)

其中

QT
∧
= Q̃T

0n×(N−n)

IN−n

 ∈ RLN×(N−n),

向量 xF ∈ RN−n 任意选定的值, v ∈ RN−n 是一个待确定的向量. 因为在 (4.31)中

的矩阵 Q̃T 有如下形式:

Q̃T = [Q̃T
1T , · · · , Q̃T

LT ]
T , ... (4.52)

并且从 (4.12)中对矩阵 Q̃iT 的定义以及矩阵 Q̃iT , i = 1, · · · , L的前 n列为零,如
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下等式成立:

Q̃T = [0LN×n,QT ]. ... (4.53)

接下来我们要证明的是当宏观调控输入 u(t) = u(t)和初值为 X(0) = X0时,

正倒向微分方程 (4.32)存在唯一解并且满足 x(T ) = xT .

由式 (4.32), (4.51)中 u(t)的形式以及 W i, i = 1, 2, 3的定义,我们有X(T )ϕ(T )

 = Φ(T, 0)

X0

ϕ0

+
∫ T

0

Φ(T, t)B(t)u(t) dt

= Φ(T, 0)

X0

0

+ Φ(T, 0)

 0INL

 ϕ0 +

M2M2

(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)

= Φ(T, 0)

X0

0

+ M1M1

(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)
+

M2M2

(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)

= Φ(T, 0)

X0

0

+

(M1M1 + M2M2)
(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)

= Φ(T, 0)

X0

0

+

(I(L+1)N − M3M3)
(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)
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= Φ(T, 0)

X0

0

+ Φ(T, 0)

− X0

0

+


xT

xF

QT v

−

M3M3

(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)

=


xT

xF

QT v

 − M3M3

(
Φ(T, 0)

−X0

0

+


xT

xF

QT v


)
.

现在我们来计算伴随变量的末值 ϕ(T )并验证它满足方程 (4.32)中的末值

条件.

记 
yT

yF

yϕ

 = Φ(T, 0)

−X0

0

 , w =


yT + xT

yF + xF

yϕ + QT v

 ,
其中 yT ∈ Rn, yF ∈ RN−n和 yϕ ∈ RLN . 因为

M3M3 = QT

 0

IN−n

M3 =


0n×(L+1)N

M3

QT M3


和 

x(T )

xF

ϕ(T )

 =


xT

xF

QT v

 −


0

M3

QT M3

w =


xT

xF − M3w

QT (v − M3w)

 , ... (4.54)

其中 (x(T )T , xT
F)

T = X(T )T ,我们有 x(T ) = xT 并且如果我们让 v = xF 则可以得

到如下等式:

ϕ(T ) = QT xF . ... (4.55)
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进一步可以得到

ϕ(T ) = QT xF =
[
0LN×n,QT

] xT

xF

 = Q̃T X(T ),

其中第二个等式是因为关系 (4.53)

Q̃T =
[
0LN×n,QT

]
,

因此末值条件 ϕ(T ) = Q̃T X(T )成立.

上述证明表明正倒向微分方程 (4.32) 是部分能控的, 所以 GBCS (4.9)-

(4.10)是能控的. 因此充分性得到证明.

(2)必要性.

如果 GBCS (4.9)-(4.10) 是能控的, 则对于任意初始状态值 X0, 存在输

入 u(t) 使得方程 (4.32) 的解存在并且满足 x(T ) = 0, 也即对于任意的 X0 ,

存在 ϕ0 ∈ RNL, u(t)满足

Φ(T, 0)

X0

ϕ0

+
∫ T

0

Φ(T, t)B(t)u(t) dt = QT

0n×1

xF

 ,
其中 xF ∈ RN−n. 通过简单的代数变化, 我们知道对于任意的 X0 ∈ RN , 存

在 ϕ0, u(t), xF ,满足

Φ(T, 0)

X0

0

 = Φ(T, 0)

 0ϕ0
+

∫ T

0

Φ(T, t)B(t)u(t) dt + QT

0n×1

xF

 .
所以有

Im(Φ(T, 0)

IN

0

) ⊆
Im(

Φ(T, 0)
 0INL

 ,W, QT

 0

IN−n


),
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其中 W 是线性空间 W 的一个基矩阵. 因为矩阵 Φ(T, 0)可逆,所以

Im(Φ(T, 0)

IN

0

) ∩ Im(Φ(T, 0)

 0INL

) = {0},
Im(Φ(T, 0)

IN

0

) + Im(Φ(T, 0)

 0INL

) = R(L+1)N .

... (4.56)

这可以得到矩阵 Φ(T, 0)
 0INL

 , W, QT

 0

IN−n




是满秩的. 由命题 4.4可知,下面矩阵也是满秩的:Φ(T, 0)
 0INL

 , W(T, 0), QT

 0

IN−n


 ,

因此必要性得证. □

下面给出定理 4.2的证明.

证明 由于假设 (A1)和 (A2)以及命题 4.3,可知对于任意宏观调控者的输入输

入 u(t)(t ∈ [0,T ])和系统初始状态值 x0, xi,0(i = 1, 2, . . . , L),下层决策个体形成

的微分博弈开环纳什均衡存在且唯一.

若果按如下定义矩阵 Ψ(t)

dΨ(t)
dt

= A(t)Ψ(t), Ψ(0) = I(L+1)N , ... (4.57)

则

Ψ−1(t) = Φ(t), Φ(t, s) = Ψ(t)Ψ−1(s), ... (4.58)

其中 Φ(t)和 Φ(t, s)分别在式 (4.14)和 (4.48)中被定义. 因此我们有

W(T, 0) = Ψ(T )
∫ T

0

Ψ−1(t)B(t)B
T
(t)Ψ−T (t) dtΨT (T )

= Ψ(T )
∫ T

0

Φ(t)B(t)B
T
(t)ΦT (t) dtΨT (T ) = Ψ(T )W(T )ΨT (T ),

... (4.59)
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并且

Im(

Φ(T, 0)
 0INL

 , W(T, 0), QT

 0

IN−n


)

= Im(

Ψ(T )

 0INL

 , Ψ(T )W(T )ΨT (T ), QT

 0

IN−n


)

= Im(Ψ(T )


 0INL

 , W(T )ΨT (T ),Ψ−1(T )QT

 0

IN−n


)

= Im(Ψ(T )


 0INL

 , W(T ), Φ(T )QT

 0

IN−n


)

= Im(Ψ(T )


 0INL

 , Φ(T )QT

 0

IN−n

 , W(T )

),

... (4.60)

其中第三个等式是由于矩阵 Ψ(T )非奇异. 由命题 4.5可知,定理 4.2成立. □

首先给出一个重要命题,这个命题可以在文献 [71,推论 3.2]中找到.

命题 4.6 式 (4.46)定义的线性空间 W 是矩阵 A的不变空间并且下面等式成立:

Im(
[
B, AB, A

2
B, · · · , A

(L+1)N−1
B
]
) = W. ... (4.61)

下面给出定理 4.3的证明.

证明 在时不变的情况下,矩阵 Φ(T, 0) = eAT 并且 Φ−1(T, 0) = e−AT . 由文献 [29,

命题 1.2.1]可知,对于矩阵指数函数存在如下有限表示:

eAT =

(L+1)N−1∑
k=0

akA
k
, ... (4.62)

其中 ak, k = 1, 2, · · · , (L + 1)N − 1 是依赖于 AT 的一些实数. 由此可知

线性空间 W 是矩阵 Φ(T, 0) 的一个不变子空间. 因为矩阵 Φ(T, 0) 可逆, 所

以 Φ(T, 0)W = W. 记

W =
[
B, AB, A

2
B, · · · , A

(L+1)N−1
B
]
,
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因此

Im(

Φ(T, 0)
 0INL

 , W(T, 0), QT

 0

IN−n


)

= Im(

Φ(T, 0)
 0INL

 , W, QT

 0

IN−n


)

= Im(

Φ(T, 0)
 0INL

 , Φ(T, 0)W, QT

 0

IN−n


)

= Im(Φ(T, 0)


 0INL

 , W, Φ−1(T, 0)QT

 0

IN−n


)

= Im(Φ(T, 0)


 0INL

 , W, e−AT QT

 0

IN−n


).

由命题 4.5, GBCS能控当且仅当下述矩阵

Φ(T, 0)


 0INL

 , W, e−AT QT

 0

IN−n




满秩,这等价于矩阵

[
IN , 0

]  W, e−AT QT

 0

IN−n


 ,

满秩,也即矩阵

QC =
[
QC1, QC2

]
满秩,因此定理得证. □

下面给出推论 4.1的证明.

证明 若果 ni = 0, i = 1 · · · , L, 则 QC2 = 0 并且 N = n. 此时, rank(QC) =

rank(QC1),因此推论的第一部分得证.

我们使用反证法证明推论的第二个结论, 假设该结论不成立, 则存在 s0 ∈

Λ(A) 使得

rank(
[
A − s0In, B1R−11 BT

1 , · · · , BLR−1L BT
L , B
]
) < n,
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因此存在 0 , z ∈ Rn满足

zT
[
A − s0In, B1R−11 BT

1 , · · · , BLR−1L BT
L , B
]
= 0.

由 A的定义可得

zT [In, 0](A − s0I(L+1)n) = 0 and zT B = 0,

上式可以重写为如下形式:z0


T

(A − s0I(L+1)n) = 0 and

z0


T

B = 0, ... (4.63)

因此 z0


T

A
k
B = (

z0


T

A)A
k−1

B = s0

z0


T

A
k−1

B

= · · · = sk
0

z0


T

B = 0,∀ k ⩾ 0.

上述等式意味着

zT QC1 = zT [In, 0]W =

z0


T

W

=


z0


T

B,

z0


T

AB, · · · ,

z0


T

A
(L+1)n−1

B


= 0.

因为存在非零向量 z ∈ Rn 使得 zT QC1 = 0,所以 rank(QC1) < n,这与推论 4.1中

的假设矛盾,因此得证. □

4.5 本章小结

这一章我们研究了确定性 GBCS的能控性问题. 该系统的模型源于现实中

丰富的应用场景: 系统的宏观状态受许多有各自利益追求的微观个体决策的影

响. 系统宏观调控者对宏观状态的调控必须考虑微观个体之间的博弈,通过干

预博弈形成的均衡来调控系统. 这个系统框架融合了博弈论与控制论. 我们首

先给出了一般非线性 GBCS的框架并引入了纳什均衡能控性的概念,刻画了最
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一般系统的能控性条件. 然后我们深入研究线性 GBCS 并给出了完整的能控

性的刻画. 与传统的线性系统能控性比较而言这里关键的处理困难在于我们必

须分析相应的一个正倒向微分方程的部分能控性问题,这在文献中研究的很少.

这里有许多的有趣的关于 GBCS的问题的研究,同时我们也可以将其扩展到更

加复杂的系统, 比如下层决策个体之间存在层次组织[72, 73], 鲁棒和自适应控制

等.
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第 5章 随机 GBCS

5.1 导言

复杂系统经常会受到各种随机因素的影响,比如外部环境的随机干扰、系

统内部的热噪声、系统参数的随机漂移等. 同时在系统建模的时候,由于认知

能力的限制, 原系统的部分动态可能未知或不确切的了解, 系统的一些状态或

参数无法得到确定的值,这些都可能在系统的模型中引入随机的因素. 然而这

些随机性可能显著地影响系统的动态演化. 随机微分方程是研究这类系统的一

个合适的数学工具,因此,我们有必要考虑用随机微分方程刻画的动态系统.

随机微分方程理论基础建立于 20 世纪 60 年代, 进入上世纪七八十年代,

随机分析的相关理论得到了快速发展并广泛应用到控制理论、生态科学、物理

学等各个方面. 布莱克—斯克尔斯期权定价模型 (Block-Scholes Option Pricing

Model)是随机微分方程在解决金融中期权定价问题的一个成功应用,模型建立

者也因此获得了第二十九届诺贝尔经济学奖. 随机微分方程已经成为数理金

融的基本分析工具,政府制定政策、投资者制定投资决策等等问题都会涉及到

随机微分方程刻画的动态系统. 基于这些原因,本章我们建立用随机微分方程

描述的 GBCS的数学模型以及能控性相关定义. 由于多出了扩散项的影响,随

机 GBCS的能控性定义以及判定出现了与确定性 GBCS不同的特征.

5.2 随机 GBCS数学模型

给定 (Ω,F , {Ft}t≥0, P)为概率空间 (Ω,F , P) 上满足通有条件的 σ-代数流,

w(t) 是其上的标准布朗运动 (w(0) = 0),为了记号的简便我们这里只考虑一维

布朗运动,高维的情形有类似结果. 下面所有提到的过程如果没有特殊说明都

假设为平方可积的 {Ft}t≥0-适应过程.

考虑下述有一个调控者和 L个下层决策者的层级随机控制系统:
dx(t) = f (t, x(t), u1(t), . . . , uL(t), u(t))dt

+ σ(t, x(t), u1(t), . . . , uL(t), u(t))dw(t),

x(0) = x0(∈ Rn),

... (5.1)

65



博弈控制系统及其能控性

其中 ui(t) ∈ Di ⊂ Rmi 为下层决策个体 i的输入决策, u(t) ∈ D ⊂ Rm 为系统宏观

调控者的宏观输入策略.

决策个体 i的收益函数为:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·), u(·)) =

ES i(x(T ),T ) + E
∫ T

0

Li(x(·), u1(·), u2(·), . . . , uL(·), u(·)) dt
... (5.2)

这里我们考虑与确定性 GBCS一样的信息结构: 宏观调控者首先给出它在

整个时间段 [0,T ]上的输入策略 u(·),然后是下层决策个体进行博弈,下层决策

个体使用开环策略,并假定系统动态和个体收益函数为共同知识.

实际上我们也可以考虑如同确定性 GBCS中的带有微观和宏观状态的系

统,这在现实中也显得比较合理,但经过适当的变换,可以将其变成上面的模型,

具体实现如下.

设系统的动态过程为:

dx(t) = f (t, x(t), x1(t), x2(t), . . . , xL(t), u(t))dt

+ σ(t, x(t), x1(t), x2(t), . . . , xL(t), u(t))dw(t)

dxi(t) = fi(t, x(t), xi(t), ui(t), u(t))dt

+ σi(t, x(t), xi(t), ui(t), u(t))dw(t)

x(0) = x0, xi(0) = xi,0, i = 1, 2, . . . , L.

... (5.3)

引入状态

X(t) = [xT (t), xT
1 (t), · · · , xT

L(t)]
T

函数

f̃ (t, X(t), u1(t), u2(t), . . . , uL(t), u(t)) =

f (t, x(t), x1(t), x2(t), . . . , xL(t), u(t))

f1(t, x(t), x1(t), u1(t), u(t))
...

fL(t, x(t), xL(t), uL(t), u(t))


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和

σ̃(t, X(t), u1(t), u2(t), . . . , uL(t), u(t)) =

σ(t, x(t), x1(t), x2(t), . . . , xL(t), u(t))

σ1(t, x(t), x1(t), u1(t), u(t))
...

σL(t, x(t), xL(t), uL(t), u(t))


.

则带宏观和微观状态的 GBCS可以转化为下面的形式:
dX(t) = f̃ (t, X(t), u1(t), u2(t), . . . , uL(t), u(t))dt

+ σ̃(t, X(t), u1(t), u2(t), . . . , uL(t), u(t))dw(t)

X(0) = X0,

... (5.4)

个体的收益函数也很容易的化为 (5.2) 的形式. 所以我们现在考虑一般的随

机 GBCS (5.1)和 (5.2).

同确定性的 GBCS类似的分析,给定宏观调控者的一个输入策略 u(·),系统

成为 L人微分博弈,如果博弈存在一个唯一的开环纳什均衡 (u∗1, u
∗
2, . . . , u

∗
L),则

系统的动态过程为
dx∗(t) = f (t, x∗(t), u∗1(t), u

∗
2(t), . . . , u

∗
L(t), u(t))dt

+ σ(t, x∗(t), u∗1(t), u
∗
2(t), . . . , u

∗
L(t), u(t))dw(t)

x∗(0) = x0,

... (5.5)

因此,宏观调控者是通过对下层个体参与的博弈进行干预从而间接地对系统宏

观状态进行调控.

对于随机模型, 系统的状态过程也是一个随机过程, 因此这种系统的能控

性有不同的定义,比如均值能控性等. 但在很多情况,宏观调控者不只关系系统

状态的均值, 还会关注方差甚至其分布, 这里我们考察整个平方可积随机变量

构成的末值空间. 上面具有宏观和微观状态的随机 GBCS 虽然通过一定的方

式可以转化为一般 (5.1) 和 (5.2) 的形式, 但却失去了对宏观和微观状态的区

分. 因此,我们引入如下与确定性中能控性概念稍有不同的能控性概念.

设 V 为空间 L2(Ω,FT , P;Rh)(h ≤ n), Ph 是从 Rn 到 Rh 的投影算子, 其满

足 Ph((x1, · · · , xn)
T ) = (x1, · · · , xh)

T .
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定义 5.1 由 (5.1) 和 (5.2)定义的随机 GBCS称为是精确 V-能控的,如果对于任

何给定的系统初值 x(0) = x0 ∈ Rn 和末值 xh(T ) = xh
T = ξ ∈ V ,存在一个宏观

输入策略 u(t)(t ∈ [0,T ]),使得下层 L个个体的随机微分博弈存在唯一的纳什均

衡并且系统 (5.5)的解 x∗(t)满足 Phx∗(T ) = xh
T . 如果 V = L2(Ω,FT , P;Rn),则称

该 GBCS是完全能控的.

5.3 一般非线性 GBCS能控性判定

我们假设宏观调控者和下层决策个体 i的允许控制集分别为:

u(·) ∈ U ≜ {u : [0,T ]→ D ⊂ Rm | u(·) ∈ L2
F (0,T ;Rm)}

ui(·) ∈ Ui ≜ {u : [0,T ]→ Di ⊂ Rmi |ui(·) ∈ L2
F (0,T ;Rmi)},

... (5.6)

考虑上述非线性随机 GBCS, 为了使系统是良定义的, 我们需要引入一些

合理的假设.

(A1) 在 GBCS 中的所有函数 f , σ,Ki 和 Li (i = 1, · · · , L) 是可测的,

并且存在一个常数 C > 0 和一个连续模函数 ϖ : [0,∞) → [0,∞) 使得

对 φ(t, x, u1, · · · , uL, u) = f (t, x, u1, · · · , uL, u), σ(t, x, u1, · · · , uL, u), Ki(x), Li(t, x,

u1, · · · , uL, u),我们有
|φ(t, x,U) − φ(t, x,U)| ≤ C|x − x|+ϖ(U − U),

∀t ∈ [0,T ], x, x ∈ Rn, U,U,

|φ(t, 0,U)| ≤ C, ∀t ∈ [0,T ], U.

... (5.7)

函数 f , σ,Ki 和 Li (i = 1, · · · , L)关于 x是 C2 的. 另外,存在一个常数 C > 0和

一个连续模函数 ϖ : [0,∞)→ [0,∞)使得对 φ = f , σ, Ki, Li,我们有
|φx(t, x,U) − φx(t, x,U)| ≤ C|x − x|+ϖ(|U − U |),

|φxx(t, x,U) − φxx(t, x,U)| ≤ ϖ(|U − U |+ |x − x|),

∀t ∈ [0,T ], x, x ∈ Rn, U,U,

... (5.8)

其中 U = (uT
1 , · · · , uT

L , u
T )T , U = (uT

1 , · · · , uT
L , u

T )T .

从第2章中对随机微分方程解的存在唯一性定理可知, 如果假设 (A1) 成

立, 则对任意的控制输入 u(·) ∈ U, ui(·) ∈ Ui, i = 1, 2, · · · , L 和初值, 状态方程

(5.1)存在唯一的解 x(·) ≡ x(·, u1(·), · · · , uL(·), u(·)),并且对所有的 i = 1, · · · , L收

益函数 (5.2)是良定义的.
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对任何给定的输入 u(·), 下层决策个体形成由式 (5.1)和 (5.2)定义的一个

随机微分博弈. 为了求解这个博弈,引入下述广义的 Hamiltonian量:

Gi(t, x, u1, · · · , uL, u, p, P)

≜
1

2
σ(t, x, u1, · · · , uL, u)T Pσ(t, x, u1, · · · , uL, u)

+ < p, f (t, x, u1, · · · , uL, u) > −Li(t, x, u1, · · · , uL, u),

∀ (t, x, u1, · · · , uL, u, P) ∈ [0,T ] × Rn × Rm1 × · · ·RmL × Rm × S n,

... (5.9)

其中 S n = {A ∈ Rn×n : AT = A}, i = 1, · · · , L.

然后定义 H-函数:

Hi(t, x, u1, · · · , ui−1, ui, ui, ui+1, · · · , uL, u, p, P)

≜ Gi(t, x, u1, · · · , ui−1, ui, ui+1, · · · , uL, u, p, P)

+ σ(t, x, u1, · · · , ui−1, ui, ui+1, · · · , uL, u)T [q − Pσ],

... (5.10)

其中 σ = σ(t, x, u1, · · · , ui−1, ui, ui+1, · · · , uL, u).

为了是最优控制存在,如同其他文献,我们引入下面的一个假设.

(A2) 对于任意的 (t, x) ∈ [0,T ] × Rn, u(·) ∈ U,任意向量 p1, · · · , pL ∈ Rn 和

任意的矩阵 P1, · · · , PL ∈ S n,存在唯一的 (u∗1, · · · , u∗L) ∈ D1 × · · · × DL 满足

u∗i = arg min
ui∈Di

Hi(t, x, u∗1, · · · , u∗i−1, ui, u∗i , u
∗
i+1, · · · , u∗L, u, pi, Pi)

i = 1, 2, · · · , L.

相应的映射记为

(t, x, p1, · · · , pL, P1, · · · , PL, u(·))→

(u∗1(t, x, p1, · · · , pL, P1, · · · , PL, u(·)), · · · , u∗L(t, x, p1, · · · , pL, P1, · · · , PL, u(·))).

若果假设 (A2)成立并且对宏观输入策略 u(t), t ∈ [0,T ]和系统初值 x(0) =

x0随机微分博弈存在开环纳什均衡 U∗(·) = (u∗1(·),则应用随机极大值原理可以

得到:

dx(t) = f (t, x(t),U∗(t), u(t))dt + σ(t, x(t),U∗(t), u(t))dw(t),

dpi(t) = −
{

f T
x (t, x(t),U

∗(t), u(t))pi(t) + σT
x (t, x(t),U

∗(t), u(t))qi(t)

− (Li)x(t, x(t),U∗(t), u(t))
}
dt + qi(t)dw(t),

x(0) = x0, pi(T ) = (Ki)x(x(T )), i = 1, · · · , L,

... (5.11)
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并且

u∗i (t) =

arg min
ui∈Di

Hi(t, x(t), u∗1(t), · · · , u∗i−1(t), ui, u∗i (t), u
∗
i+1(t),

· · · , u∗L(t), u(t), pi(t), Pi(t))

i = 1, 2, · · · , L,

其中, pi(t)是方程 (5.11)的解, Pi(t)是下述方程的解:

dPi(t) = −
{

f T
x (t, x(t),U

∗(t), u(t))Pi(t) + Pi(t) fx(t, x(t),U∗(t), u(t))

+ σT
x (t, x(t),U

∗(t), u(t))Pi(t)σx(t, x(t),U∗(t), u(t))

+ σT
x (t, x(t),U

∗(t), u(t))Qi(t) + Qi(t)σx(t, x(t),U∗(t), u(t))

+ (Hi)xx(t, x(t),U∗(t), u(t), p(t), q(t))
}
dt + Qi(t)dw(t),

Pi(T ) = − (Ki)xx(x(T )), i = 1, · · · , L,
... (5.12)

其中 Hi 定义如下:

Hi(t, x,U, u, p, q) =< p, f (t, x,U, u) > +qTσ(t, x,U, u) − Li(t, x,U),

(t, x,U, u, p, q) ∈ [0,T ] × Rn × Rm1+···+mL × Rm × Rn × Rn,
... (5.13)

方程 (5.11)和 (5.12)是倒向随机微分方程. 在假设 (A1)和 (A2) 成立的情

况下,对任意给定的 p(t), t ∈ [0,T ],方程 (5.12)存在唯一解 (Pi(·),Qi(·)).

从上面的分析我们知道 u∗i (t), i = 1, · · · , L 可以表示成关于 t, x(t), pi, Pi 的

函数,因此我们可以将在方程 (5.11)和 (5.12)中的函数从新写为 F,Σ,Hi,Gi,他

们都不显示含有下层决策个体的控制变量 u∗i (t), i = 1, · · · , L.

现在我们给出最后一个假设.

(A3) 对于任意的宏观调控者的输入 u(·) ∈ U 和任意系统初值 x0, 由

式 (5.1)和 (5.2)定义的随机微分博弈存在开环纳什均衡.

假设 (A3)要求对任意的 u(·) ∈ U 纳什均衡存在, 这个条件相对于第 3章

中能控性的定义 3.3 来说要严格, 因为系统能控不一定要求对所有的输入均

衡都存在. 如此假设部分因为这样方便我们专注于能控性的研究,在线性系统

的时候我们会考虑存在性问题. 另一个原因是因为这里我们只考虑开环宏观

策略也即只与时间有关, 对于这类系统有很多研究时变非线性最优控制的方
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法可以直接应用到这里均衡存在性的研究中. 对于非线性系统,我们可以使用

随机动态规划的方法来研究纳什均衡的存在性, 其把均衡的存在性问题转化

为 Hamilton-Jacobi-Isaacs 方程粘滞解的存在性问题.

当我们使用极大值原理来求解下层个体形成的微分博弈的纳什均衡时,我

们会得到一个以系统状态 x(t) 为正向过程和 {pi(t), Pi(t) : i = 1, · · · , L}为倒向

过程的正倒向的随机微分方程. 这个方程不仅与纳什均衡的存在性有关,还刻

画了当系统处于均衡是系统状态的演化过程. 因此它对我们研究宏观调控者的

能控性有紧密关系,因此我们引入受控正倒向随机微分方程 V-能控性的定义.

定义 5.2 受控正倒向随机微分方程
dx(t) = f (t, x(t), y(t), u(t))dt + σ(t, x(t), y(t), u(t))dw(t),

dy(t) = g(t, x(t), y(t), u(t))dt + q(t)dw(t),

x(0) = x0, y(T ) = G(x(T ))

... (5.14)

称为是精确 V-能控的, 如果对任意任何给定的系统初值 x(0) = x0 ∈ Rn 和末

值 xh(T ) = xh
T = ξ ∈ V ,存在 u(t)(t ∈ [0,T ]),使得方程 (5.14)存在唯一解 x∗(t)并

且该解满足 Phx∗(T ) = xh
T . 如果 V = L2(Ω,FT , P;Rn),则称该系统 (5.14)是完全

能控的.

需要注意在方程 (5.14) 中, 任何给定 u(t)(t ∈ [0,T ]) 后, 该方程是一

个 FBSDE, 如果其存在解, 则按照第 2 章中定义 2.1 可知, 其解为一个过程

对 (x(·), y(·), q(·)). 解中的过程 q(·)是为了使得方程存在适应解.

由前面的分析我们可以得到下面对一般非线性随机 GBCS能控性的刻画.

定理 5.1 如果 (5.1) 和 (5.2)定义的随机 GBCS满足假设 (A1), (A2)和 (A3),则

该 GBCS是精确 V-能控的当且仅当下述 FBS DE是精确 V-能控的:

dx(t) = F(t, x(t), p1(t), . . . , pL(t), P1(t), · · · , PL(t), u(t))dt

+ Σ(t, x(t), p1(t), . . . , pL(t), P1(t), · · · , PL(t), u(t))dw(t),

dpi(t) = Hi(t, x(t), p1(t), . . . , pL(t), P1(t), · · · , PL(t), qi(t), u(t))dt + qi(t)dw(t),

dPi(t) = Gi(t, x(t), p1(t), . . . , pL(t), P1(t), · · · , PL(t),Qi(t), u(t))dt + Qi(t)dw(t),

x(0) = x0, pi(T ) = (Ki)x(x(T )), Pi(T ) = −(Ki)xx(x(T )), i = 1, · · · , L.
... (5.15)
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同确定性一般非线性的 GBCS一样,由于上述 FBS DE 是高度耦合和非线

性的,我们很难得到显示的关于能控性的判定条件. 但我们将对 GBCS的能控

性转化为关于 FBS DE 的能控性问题, 这对进一步的研究提供了基础, 下面关

于线性 GBCS就是运用了相应的结果.

5.4 线性 GBCS能控性判定

考虑下述有一个上层宏观调控者和 L个下层决策个体的线性二次非合作

随机微分博弈::

dx(t) =
(
A(t)x(t) +

L∑
i=1

Bi(t)ui(t) + B(t)u(t)
)
dt

+
(
C(t)x(t) +

L∑
i=1

Di(t)ui(t) + D(t)u(t)
)
dw(t),

x(0) = x0.

... (5.16)

设 Ui = L2
F (0,T ;Rmi)和 U = L2

F (0,T ;Rm). 个体 i(i = 1, 2, . . . , L)通过选择输入

策略 ui(·)最小化的收益函数为:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =
1

2
ExT (T )QiT x(T )

+
1

2
E
∫ T

0

[xT (t)Qi(t)x(t) + uT
i (t)Ri(t)ui(t)] dt,

... (5.17)

其中对任意 t ∈ [0,T ], R−1i (t)存在, Ri(t),Qi(t)和 QiT 对称, 并且矩阵 A(t), B(t),

C(t), D(t), Bi(t), Ci(t), Di(t), Qi(t), Ri(t), R−1i (t), i = 1, 2, · · · , L的所有元素是关于

时间的分段光滑函数. 这里我们仅考虑了确定性的矩阵,对于随机矩阵可以类

似推广.

5.4.1 主要定理

从定理 5.1 可知, GBCS 的精确 V-能控性等价于正倒向随机微分方

程 (5.15) 的精确 V-能控能控性. 为了将线性 GBCS 对应的正倒向随机微分

方程写成更紧凑的形式,我们引入如下的一些记号:

X(t) =



x(t)

p1(t)
...

pL(t)


, p(t) =



p1(t)

p2(t)
...

pL(t)


, q(t) =



q1(t)

q2(t)
...

qL(t)


, ... (5.18)
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和

S (t) =
[
B1(t)R−11 (t)BT

1 (t), · · · , BL(t)R−1L (t)BT
L(t)
]
,

T (t) =
[
D1(t)R−11 (t)DT

1 (t), · · · , DL(t)R−1L (t)DT
L(t)
]
,

M(t) =
[
B1(t)R−11 (t)DT

1 (t), · · · , BL(t)R−1L (t)DT
L(t)
]
,

N(t) =
[
D1(t)R−11 (t)BT

1 (t), · · · , DL(t)R−1L (t)BT
L(t)
]
,

Q(t) =
[
QT

1 (t), · · · , QT
L(t)
]
,

QT =
[
QT

1T , · · · , QT
LT

]T
,

A(t) =

 A(t) S (t)

−Q(t) −IL ⊗ AT (t)

 , A1(t) =

C(t) T (t)

0 0

 ,
B(t) =

[
BT (t), 0, · · · , 0

]T
, B1(t) =

[
DT (t), 0, · · · , 0

]T
,

C(t) =

 M(t)

−IL ⊗CT (t)

 , C1(t) =

 N(t)

IL ⊗ In

 ,
Ĉ(t) =

[
0, InL

]
∈ RLn×(L+1)n.

... (5.19)

线性 GBCS对应的正倒向微分方程 (5.15)也是线性的,其可以写成如下形

式: 

dX(t) =
(
A(t)X(t) + B(t)u(t) + C(t)q(t)

)
dt

+
(
A1(t)X(t) + B1(t)u(t) + C1(t)q(t)

)
dw(t),

x(0) = x0, p(T ) = QT x(T ).

... (5.20)

因此, 上面定义中的矩阵 A(t) 和 A1(t) 恰好是系统 (5.15) 的系统矩阵, 而矩

阵 B(t)和 B1(t)为控制矩阵.

下面给出线性 GBCS的一些基本假设.

(A1) 下面的 FBS DE存在唯一解:
dX(t) =

(
A(t)X(t) + C(t)q(t)

)
dt +

(
A1(t)X(t) + C1(t)q(t)

)
dw(t),

x(0) = 0, p(T ) = QT x(T ),
... (5.21)

其中 X(t) = (xT (t), pT (t))T .
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(A2) 下述 Riccati微分方程组在 [0,T ]上存在强正则解 K j, j = 1, 2, · · · , L:
K̇ j(t) = − AT K j − K jA − Q j −CT K jC+

(BT
j K j + DT

j K jC)T (R j + DT
j K jD j)

−1(BT
j K j + DT

j K jC)

K j(T ) = Q jT ,

... (5.22)

K j 称为强正则解,如果存在一个正数 λ > 0使得下述条件成立[74]:

R j(t) + DT
j (t)K j(t)D j(t) ≥ λI, a.e.t ∈ [0,T ]. ... (5.23)

如果随机线性二次最优控制的标准假设成立, 也即矩阵 Qi(t), QiT , (i =

1, 2, · · · , L) 为半正定矩阵并且 Ri(t) > 0, 则假设 (A2) 自动成立[37]. 这里放松

标志假设不仅是在理论上有意义,在实际中更能反映不同个体的利益冲突. 如

果矩阵 Qi(t), QiT , (i = 1, 2, · · · , L)为半正定矩阵并且 Ri(t) > 0, 则意味着所有

下层个体都是想使用最小的能力使系统状态能力最小, 但如果矩阵 Qi(t), QiT ,

(i = 1, 2, · · · , L)不一定半正定,则意味有有的个体可能性最大化系统状态的某

些分量, 这意味着放松半正定的假设可以建模个体对状态的不同态度, 也即他

们在利益上的冲突.

下面我们给出线性随机 GBCS有关能控性的一些结论.

定理 5.2 如果由 (5.16)和 (5.17)定义的随机 GBCS是精确 V-能控的,则下面两

条件成立:

1. 对任何零测集 I,有

V ⊆
∪

t∈[0,T ]−I

Im(D(t)), ... (5.24)

其中 V = {v ∈ Rn : vi = 0, h < i ≤ n}.

2. 矩阵 
0n×nL

InL

 ,ΦT QT

0h×(n−h)

In−h

 ,M(T )

 , ... (5.25)

是满秩的,其中

M(T ) =E
∫ T

0

Φ(t)B(t)B(t)TΦT (t) dt,

ΦT =EΦ(T ), QT =

 In

QT

 ∈ R(L+1)n×n,

... (5.26)
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矩阵 Φ(t)定义为
dΦ(t) = − Φ(t)A(t)dt − Φ(t)C(t)Ĉ(t)dw(t),

Φ(0) = I(L+1)n×(L+1)n,
... (5.27)

在上述定理中, 第一个条件是关于系统扩散项中控制矩阵的, 控制通过

这项可以对系统状态的分布进行调控, 因为我们的能控性是要求末值达到空

间 L2(Ω,FT , P;Rh)的任意值, 所以这个条件具有某种直观的意义. 第二个条件

可以看成是关于系统状态均值能控的条件,也即可以把状态的均值调控到任意

制定值. 如果系统是确定性系统,按确定性 GBCS能控性的定义,可以验证上述

定理中的第二个条件就是能控性的条件.

定理 5.3 如果由 (5.16)和 (5.17)定义的随机 GBCS满足假设 (A1) 和 (A2),则

该 GBCS是精确 V-能控的当且仅当下面两个条件成立:

1. 对任意的 xh ∈ L2(Ω,FT , P;Rh), 存在 xF ∈ L2(Ω,FT , P;Rn−h) 和 u(·) ∈ U

满足下面的 BSDE存在解:

dX(t) =
(
A(t)X(t) + B(t)u(t) + C(t)q(t)

)
dt

+
(
A1(t)X(t) + B1(t)u(t) + C1(t)q(t)

)
dw(t),

x(T ) = xT , p(T ) = QT x(T ).

... (5.28)

其中 xT =

x
h

xF

 ∈ L2(Ω,FT , P;Rn).

2. 与定理 5.2中定义的相同矩阵
 0InL

 ,ΦT QT

0h×(n−h)

In−h

 ,M(T )

 , ... (5.29)

满秩.

如果对任意 t ∈ [0,T ], rank(D(t)) = n 成立, 则 m ≥ n 并且矩阵 B̃1(t) =

[B1(t),C1(t)]也是满秩的. 此时,我们可以找到一个可逆的 (Ln+m)×(Ln+m)-矩

阵 H(t)满足 B̃1(t)H(t) = [I(L+1)n, 0]和一个矩阵 K(t) 使得 B̃1(t)K(t) = −A1(t).

我们定义如下转移矩阵 Φ(t)
dΦ(t) = − Φ(t)Â(t)dt − Φ(t)Â1(t)dw(t),

Φ(0) = I(L+1)n×(L+1)n,
... (5.30)
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和一个能控性矩阵 M(T )

M(T ) =E
∫ T

0

Φ(t)B̂(t)B̂(t)TΦT (t) dt ∈ R(L+1)n×(L+1)n, ... (5.31)

其中

Â(t) = A(t) + B̃(t)K(t) ∈ R(L+1)n×(L+1)n,

Â1(t) = B̃(t)H(t)

I(L+1)n

0

 ∈ R(L+1)n×(L+1)n,

B̂(t) = B̃(t)H(t)

 0

Im−n

 ∈ R(L+1)n×(m−n),

B̃(t) = [B(t),C(t)], B̃1(t) = [B1(t), C1(t)].

... (5.32)

定理 5.4 如果由 (5.16)和 (5.17)定义的随机 GBCS满足假设 (A1) 和 (A2)并且

有对任意 t ∈ [0,T ], rank(D(t)) = n,则该 GBCS是完全能控的当且仅当下面矩

阵满秩: 
 0InL

 , M(T )

 . ... (5.33)

在定理 5.4中的条件对任意 t ∈ [0,T ], rank(D(t)) = n看着似乎是太苛刻.

它意味着宏观控制输入的维数要比系统状态的维数高,然而在一些特殊的情况

下,我们可以证明这个条件是必要的.

下面我们给出一个新的假设.

(A3) 扩散项中的控制矩阵 D(t)是定常矩阵,也即 D(t) ≡ D.

定理 5.5 如果由 (5.16)和 (5.17)定义的随机GBCS满足假设 (A1), (A2) 和 (A3).

则该 GBCS是完全能控的当且仅当下面两个条件成立:

1. rank(D) = n;

2. 矩阵 
 0InL

 , M(T )


满秩.
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对于线下定常系统我们可以得出更加简洁的判定,而无需计算系统转移矩

阵[75]. 此时矩阵 A(t), B(t), C(t), D(t), Bi(t), Di(t), Qi(t), Ri(t), (i = 1, 2, · · · , L)均

与时间 t 无关,将它们分别记为 A, B,C, D, Bi,Di, Qi,Ri (i = 1, 2, . . . , L).

定理 5.6 如果由 (5.16) 和 (5.17) 定义的随机 GBCS 是定常的并且满足假

设 (A1) 和 (A2). 则该 GBCS是完全能控的当且仅当下面秩条件成立:

1. rank(D) = n;

2. rank(QC) = n.

其中

QC = [In, 0]
[
B̂, ÂB̂, Â1B̂, ÂÂ1B̂, Â1ÂB̂, · · ·

]
,

矩阵 Â, Â1和 B̂是相对于定义 5.32中矩阵 Â(t), Â1(t)和 B̂(t)的定常情形.

5.4.2 主要定理证明

这部分我们给出定理的证明. 在证明之前,我们先来分析线性随机 GBCS.

暂时假定对于宏观调控策略 u(t)(t ∈ [0,T ]) 和系统初始值 x0, xi,0(i =

1, 2, . . . , L),下层决策个体形成的随机微分博弈存在唯一的开环纳什均衡 (u∗1(·),

u∗2(·), · · · , u∗L(·)),则对于任意 i ∈ {1, · · · , L}, u∗i (·)是下述随机线性二次最优控制

的唯一解:

dx(t) =
(
A(t)x(t) +

∑
j,i

B j(t)u∗j(t) + Bi(t)ui(t) + B(t)u(t)
)
dt +(

C(t)x(t) +
∑
j,i

D j(t)u∗j(t) + Di(t)ui(t) + D(t)u(t)
)
dw(t),

x(0) = x0,

... (5.34)

其中 ui(·)最小化如下指标函数:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·)) =
1

2
E
∫ T

0

[
xT (t)Qi(t)x(t) + uT

i (t)Ri(t)ui(t)
]

dt +
1

2
ExT (T )QiT x(T ).

... (5.35)
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由随机极大值原理可知,控制 u∗i (·)满足

u∗i (t) = R−1i (t)
(
BT

i (t)pi(t) + DT
i (t)qi(t)

)
dx(t) =

(
A(t)x(t) +

L∑
j=1

B j(t)u∗j(t) + B(t)u(t)
)
dt

+
(
C(t)x(t) +

L∑
j=1

D j(t)u∗j(t) + D(t)u(t)
)
dw(t),

dp(t) = −
(
Qi(t)x(t) − AT (t)pi(t) −CT (t)qi(t)

)
dt + qi(t)dw(t)

x(0) = x0, pi(T ) = QiT x(T ), i = 1, 2, · · · , L.

... (5.36)

使用式 (5.18)和 (5.19)定义的符号,我们可以将方程 (5.36)重写为如下形

式:

dx(t) =
(
A(t)x(t) + S (t)p(t) + M(t)q(t) + B(t)u(t)

)
dt

+
(
C(t)x(t) + T (t)p(t) + N(t)q(t) + D(t)u(t)

)
dw(t),

dp(t) =
(
Q(t)x(t) − IL ⊗ AT (t)p(t) − IL ⊗CT (t)q(t)

)
dt + q(t)dw(t),

x(0) = x0, p(T ) = QT x(T ).

... (5.37)

注释 5.1 在方程 (5.37)中,过程 p(t)给出的是末值条件而不是初值条件,这被称

为倒向随机微分方程 (BSDE).因此方程 (5.37)是一个完全耦合的正倒向随机微

分方程 (FBSDE).想了解更多关于BSDE的信息,可以参考由 Pardoux和 Peng的

原始文章 [76]. 这类 FBSDEs 已经被很多人深入研究过[37, 77]. 方程 (5.37)也可

以被重写为如式 (5.20)更加紧凑的形式.

为了证明定理,我们首先需要引入并证明几个重要的引理.

命题 5.1 如果假设 (A2)成立,则对于任意宏观调控者的策略 u(t)(t ∈ [0,T ])和

任意系统初始值 x0,由 (5.16)和 (5.17)定义的随机微分博弈存在开环纳什均衡

当且仅当 FBSDE (5.37)存在解. 进一步,如果假设 (A1)和 (A2)都成立,则该微

分博弈存在唯一开环纳什均衡.

证明 尽管我们相信这个结论不是新的, 但因为我们没有找到正好符合这个结

论的参考文献,因此为了方便我们给出证明的梗概.
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命题的必要性是显然的,因此我们只需要证明充分性即可.

对任何固定的输入策略 u(t), t ∈ [0,T ], 假定 FBSDE (5.37) 存在一个

解 (x(·), p(·), q(·)),则我们可以证明下述的策略组合

{ u∗i (t) = R−1i (t)
(
BT

i (t)pi(t) + DT
i (t)qi(t)

)
, i = 1, · · · , L } ... (5.38)

构成一个纳什均衡.

由 R−1i (t), Bi(t), Di(t)的有界性和 pi(·) ∈ L2
F (0,T ;Rn), qi(·) ∈ L2

F (0,T ;Rn)可

知 u∗i (·)(i = 1, · · · , L)是下层决策个体 i的开环容许控制.

任意选择参与者 i, 不是一般性我们假设 i = 1, 固定其他参与者的策略

为 (5.38) 中的相应控制. 若果我们可以证明 u∗1(·)是个体 1的最优控制,则策略

组合 (5.38)构成一个纳什均衡. 这正是我们将以证明的结论.

用 u∗i (·)(i = 2, · · · , L)代替 (5.16)和 (5.17)中的 ui(·)(i = 2, · · · , L),我们来

求解下面的最优控制问题:

min
u1(·)∈U1

J1(u1(·), u∗2(·), . . . , u∗L(·)), ... (5.39)

其中

dx(t) =
(
A(t)x(t) + B1(t)u1(t) +

L∑
i=2

Bi(t)u∗i (t) + B(t)u(t)
)
dt

+
(
C(t)x(t) + D1(t)u1(t) +

L∑
i=2

Di(t)u∗i (t) + D(t)u(t)
)
dw(t),

x(0) = x0.

... (5.40)

如果假设 (A2)成立,也即方程组 (5.22)有强正则解,则上述最优控制存在

唯一的开环最优控制并且映射 u1(·)→ J0(u1(·)) = J0
1(u1(·), u∗2, . . . , u∗L)是一致凸

的[74],其中

J0(u1(·)) =
1

2
E
{ ∫ T

0

(
xT
1 (t)Q1(t)x1(t) + uT

1 (t)R1(t)u1(t)
)
dt + xT

1 (T )Q1T x1(T )
}
,

... (5.41)

并且 x1(·)是下面 FSDE的解:
dx1(t) =

(
A(t)x1(t) + B1(t)u1(t)

)
dt +

(
C(t)x1(t) + D1(t)u1(t)

)
dw(t),

x1(0) = 0, t ∈ [0,T ].
... (5.42)

一致凸可以推出对任意 u1(·) ∈ U1, J0(u1(·)) ≥ 0.
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对任意 λ ∈ R和 v(·) ∈ U1,使用与文献 [78]类似的方法可得

J1(u∗1(·) + λv(·), u∗2, . . . , u∗L) − J1(u∗1(·), u∗2, . . . , u∗L)

= λ2J0(v(·)) ≥ 0,

因此 u∗1(·)是唯一的最优开环控制.

从上面的证明可知,对 FBSDE (5.37)的任意解 (x(·), p(·), q(·)),我们都可以

构造一个纳什均衡,反之亦然. 因此在 FBSDE (5.37)的解与下层决策个体构成

的随机微分博弈的纳什均衡之间可以建立一个一一映射.

如果假设 (A1) 和 (A2) 都成立, 我们证明对任意宏观策略输入 u(·),

纳什均衡唯一. 假设不唯一则对某些输入 u(·), 存在至少两个不同

的纳什均衡, 此时由上面证明可知 方程 (5.37) 存在只是两个不同的

解 (x1(·), p1(·), q1(·)) 和 (x2(·), p2(·), q2(·)), 我们可以得到 (x(·), p(·), q(·)) =

(x1(·) − x2(·), p1(·) − p2(·), q1(·) − q2(·)) , 0 是下述 FBSDE的解:

dx(t) =
(
A(t)x(t) + S (t)p(t) + M(t)q(t)

)
dt

+
(
C(t)x(t) + T (t)p(t) + N(t)q(t)

)
dw(t),

dp(t) =
(
Q(t)x(t) − IL ⊗ AT (t)p(t) − IL ⊗CT (t)q(t)

)
dt + q(t)dw(t),

x(0) = 0, p(T ) = QT x(T ).

... (5.43)

很明显 (0, 0, 0)是 FBSDE (5.43)的一个解. 因此我们得到 FBSDE (5.43)的两个

不同解,这与假设 (A1)矛盾,因此命题得证. □

考虑下面的倒向随机微分方程 (BSDE)
dx(t) = b(x(t), v(t), t)dt + σ(x(t), v(t), t)dw(t),

x(T ) = xT .
... (5.44)

我们假设方程 (5.44)满足下面的条件: 对任意 (x, v) ∈ Rn × Rm,

b(x, v, ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn),

σ(x, v, ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn),

lim
t→T

E∥σ(x, v, t) − σ(x, v,T )∥2 = 0,

函数 b(x, v, t), σ(x, v, t)关于其变量 (x, v)满足对时间 t ∈ [0,T ]的一致线性增长

条件,并且函数 σ(x, v, t)关于其 x满足对 (v, t)是一致 Lipschitizian.
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类似于文献 [76],我们也可以定义方程 (5.44) V-E-良定义的概念,其中V是

空间 L2(Ω,FT , P;Rn)的一个线性子空间.

定义 5.3 系统 (5.44)称为是 V-E-良定义的,如果对任意系统状态末值 xh(T ) =

xh
T = ξ ∈ V , 存在 v(t) ∈ L2

F (0,T ;Rm), 使得方程 (5.44) 的解 x(t) 满足条件:

Phx(T ) = xh
T .

在定义 5.3中,我们只对系统状态的末值有要求,但如果我们想知道系统可

以从哪些初始状态值到达目的末值状态,则我们应该考虑与能控性类似的如下

定义.

定义 5.4 系统 (5.44) 称为是 W-V-精确能控的, 如何对任意系统初始状态

值 x(0) = x0 = ξ ∈ W ⊆ Rn 和状态末值 xh(T ) = xh
T = ξ ∈ V , 存

在 v(t) ∈ L2
F (0,T ;Rm), 使得方程 (5.44) 的解 x(t) 满足条件: x(0) = x0 and

Phx(T ) = xh
T .

记 v(t) = [uT (t), qT (t)]T ,则方程 (5.45)可以被写成如 (5.44) 形式:

dX(t) =
(
A(t)X(t) + B̃(t)v(t)

)
dt

+
(
A1(t)X(t) + B̃1(t)v(t)

)
dw(t),

x(0) = x0, p(T ) = QT x(T ).

... (5.45)

其中

B̃(t) =
[
B(t),C(t)

]
, B̃1(t) =

[
B1(t),C1(t)

]
.

从上述的定义可知, GBCS (5.16)-(5.17) 是精确 V-能控的当且仅当存

在 R(L+1)n 的一个子空间 W 使得 Pn(W) = Rn, (5.45) 是 W-V- 精确能控的,

并且末值条件 p(T ) = QT x(T )成立. 这也意味着方程 (5.45)是 V-E-良定义的.

命题 5.2 记 V 为线性空间 L2(Ω,FT , P;Rh)(0 < h ≤ n). 如果系统 (5.44) 是 V-

E-良定义的,则对任意 a ∈ Rm, b ∈ V = {v ∈ Rn : ∥v∥ = 1, vi = 0, h < i ≤ n},存

在 (x, v) ∈ Rn × Rm 满足

bT (σ(x, v, t) − σ(x, a, t)) . 0, 几乎处处. ... (5.46)
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证明 可以验证方程 (5.45)的解 (x(t), v(t))满足

lim
t→T

E∥σ(x(t), a, t) − σ(x(T ), a,T )∥2 = 0,

b(x(·), v(·), ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn),

σ(x(·), v(·), ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn).

如果条件 (5.46)不成立,则我们可以找到 a ∈ Rm, b ∈ V 满足对任意的 (x, v)

bT (σ(x, v, t) − σ(x, a, t)) = 0.

使 x̂T = ξ = ζb ( ζ 在 (2.1)中被定义). 因为方程 (5.45)是 V-E-良定义的,则存

在 xF ∈ L2(Ω,FT , P;Rn−h) 满足对如下状态末值

xT = x̂T + x̂F = x̂T +

 0xF

 = ζ



b1

...

bh

0


+

 0xF

 =



ζb1

...

ζbh

xF


∈ L2(Ω,FT , P;Rn),

方程 (5.45)存在解 (x(t), v(t)),也即

xT = x̂T + x̂F = x0 +
∫ T

0

b(x(s), v(s), s)ds +
∫ T

0

σ(x(s), v(s), s)dw(s),

这可以得到

ζ = ζbT b = ζbT b + bT x̂F = bT (ζb + x̂F) = bT xT

= bT x0 +
∫ T

0

bT b(x(s), v(s), s)ds +
∫ T

0

bTσ(x(s), v(s), s)dw(s)

= bT x0 +
∫ T

0

bT b(x(s), v(s), s)ds +
∫ T

0

bTσ(x(s), a, s)dw(s)

= bT x0 +
∫ T

0

a(s)ds +
∫ T

0

b(s)dw(s),

这与定理 (2.1)矛盾,所以命题得证. □

类似文献 [79],我们考虑如下特殊形式

σ(x, v, t) = σ1(x, t) + G1(t)v,

其中G1是一个 n×m的时变矩阵并且函数σ1(x, t)关于 x是一致 Lipschitzian的.

对于上述特殊情况,我们可以对方程 (5.45)是 V-E-良定义的给出一个相对简单

的必要条件.
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命题 5.3 方程 (5.45) 是 V-E-良定义的一个必要条件是对于任意零测集 I ⊆

[0,T ],我们有

V ⊆
∪

t∈[0,T ]−I

Im(G1(t)), ... (5.47)

其中 V = {v ∈ Rn : ∥v∥ = 1, vi = 0, h < i ≤ n}.

证明 可知方程 (5.45)的解 (x(t), v(t))满足

lim
t→T

E∥σ(x(t), a, t) − σ(x(T ), a,T )∥2 = 0,

b(x(·), v(·), ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn),

σ(x(·), v(·), ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn).

如果条件 (5.47)不成立,在存在非零向量 b ∈ V 使得 bTG1(t) = 0几乎处处成立,

因此对任意 (x, v),我们有

bT (σ(x, v, t) − σ(x, a, t)) = bT (G1(t)(v − a)) = 0.

这与 (5.2)矛盾,因此得证. □

命题 5.4 定义空间

W = {E
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t) dt : u(t)(t ∈ [0,T ]) ∈ L2
F (0,T ;Rm)} ... (5.48)

和矩阵

M = E
∫ T

0

Φ(s)B(s)BT (s)ΦT (s) ds, ... (5.49)

其中 Φ(·) ∈ L2
F (0,T ;Rn×n) and B(·) ∈ L2

F (0,T ;Rn×m),则有

Im(M) = W.

证明 证明分两步.

(1)首先证明 Im(M) ⊆ W.

记 {ei, i = 1, 2, · · · , n}是欧式空间 Rn的任意一组基. 则

Mei = E
∫ T

0

Φ(t)B(t)BT (t)ΦT (t) dtei = E
∫ T

0

Φ(t)B(t)BT (t)ΦT (t)ei dt

= E
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t) dt
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其中我们令 u(t) = BT (t)ΦT (t)ei ∈ L2
F (0,T ;Rm). 因此, 对任意 i =

1, 2, · · · , n有 Mei ∈ W,所以 Im(M) ⊆ W 成立.

(2)现在我们证明 Im(M) = W.

使用反之法并假设等式不成立,也即 Im(M) ⊊ W. 则存在非零向量 0 , z ∈

W 使得 zT Mz = 0,因此我们有

0 = zT E
∫ T

0

Φ(t)B(t)BT (t)ΦT (t) dtz = E
∫ T

0

zTΦ(t)B(t)BT (t)ΦT (t)z dt

= E
∫ T

0

∥zTΦ(t)B(t)∥2 dt,

这意味着

zTΦ(t)B(t) = 0, a.e. 0 ⩽ t ⩽ T

因为 z ∈ W,所以存在 u(t)使得 z = E
∫ T

0
Φ(t)B(t)u(t) dt,可以得到

∥z∥2 = zT z = zT E
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t) dt = E
∫ T

0

zTΦ(t)B(t)u(t) dt = 0

这与 z , 0矛盾,因此命题得证. □

现在我们给出定理 5.2的证明.

证明 (1)定理中第一个条件的证明.

可以验证方程 (5.45)的解 (x(t), v(t))满足

lim
t→T

E∥σ(x(t), a, t) − σ(x(T ), a,T )∥ = 0,

b(x(·), v(·), ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn),

σ(x(·), v(·), ·) ∈ L2
F (0,T ;Rn).

因为 GBCS (5.16)-(5.17)是精确 V-能控的的一个必要条件是方程 5.45是 V-E-

良定义的,由命题 (5.3)可知,对任意零测集 I ⊆ [0,T ],

V(L+1)n ⊆
∪

t∈[0,T ]−I

Im(

D(t) N(t)

0 ILn

),
其中 V(L+1)n = {v ∈ R(L+1)n : ∥v∥ = 1, vi = 0, h < i ≤ (L + 1)n}. 空间 V(L+1)n 中任

意向量的最后 (L + 1)n个分量均为零,因此

V ⊆
∪

t∈[0,T ]−I

Im(D(t)),
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其中 V = {v ∈ Rn : ∥v∥ = 1, vi = 0, h < i ≤ n}. 证明结束.

(2)第二个条件的证明.

对式 Φ(t)X(t)使用 Ito公式,其中 Φ(t), X(t)分别在 (5.27)和 (5.20)中定义,

我们有

Φ(T )X(T )

= X(0) +
∫ T

0

Φ(t)dX(t) +
∫ T

0

(dΦ(t))X(t) +∫ T

0

−Φ(t)C(t)Ĉ(t)
(
A1(t)X(t) + B1(t)u(t) + C1(t)q(t)

)
dt

= X(0) +
∫ T

0

Φ(t)
(
A(t)X(t) + B(t)u(t) + C(t)q(t)

)
dt +∫ T

0

Φ(t)
(
A1(t)X(t) + B1(t)u(t) + C1(t)q(t)

)
dw(t) −∫ T

0

Φ(t)A(t)X(t)dt −
∫ T

0

Φ(t)C(t)Ĉ(t)X(t)dw(t) −∫ T

0

Φ(t)C(t)Ĉ(t)
(
A1(t)X(t) + B1(t)u(t) + C1(t)q(t)

)
dt,

通过简单的代数运算并使用等式 Ĉ(t)C1(t) = ILn, C(t) Ĉ(t) B1(t) = 0,

和 C(t)Ĉ(t)A1(t) = 0,我们可得

Φ(T )X(T ) = X(0) +
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t)dt +∫ T

0

Φ(t)
(
A1(t)X(t) + B1(t)u(t) + C1(t)q(t)

)
dw(t) −∫ T

0

Φ(t)C(t)Ĉ(t)X(t)dw(t)

对上面的等式两边分别取希望可得

EΦ(T )X(T ) = EX(0) + E
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t)dt. ... (5.50)

如果 GBCS (5.16)-(5.17)是精确 V-能控的,则对任意系统初始状态值 x0,存在宏

观策略输入 u(t),使得方程 (5.20)的解存在并满足 Ph(x(T )) = 0,也即对任意 x0,

存在 p(0) ∈ RLn, u(t)满足

EΦ(T )QT

0h×1

xF

 = E

x0p0

 + E
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t)dt,

其中 xF ∈ L2(Ω,FT , P;Rn−h) 是某一个确定的向量. 通过简单的代数运算可得,
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对任意的 x0 ∈ Rn,存在 p0和控制 u(·)满足x00
 = E

 0p0

 + E
∫ T

0

Φ(t)B(t)u(t)dt + EΦ(T )QT

0h×1

xF

 .
这可以推出

Im
( In

0


)
⊆ Im

( 
 0ILn

 , W, ΦT QT

 0In−h



)
,

其中 W 是线性空间 W 的一个基矩阵. 因此矩阵
 0ILn

 , W, ΦT QT

 0In−h




满秩. 由命题 (5.4)可知,下面的矩阵也是满秩的
 0ILn

 , M(T ), ΦT QT

 0In−h


 ,

因此定理得证. □

下面给出定理 5.3的证明.

证明 由定理 (5.1)和命题 (5.1)可知, 对任意的宏观输入 u(·), 下层决策个体间

的微分博弈存在唯一的开环纳什均衡并且对应的 FBSDE (5.37)对任意的初始

条件均存在唯一解. 因此, 由定理 (5.1) 可知, GBCS (5.16)-(5.17) 是精确 V-能

控的等价于 FBSDE (5.37)是精确 V-能控的,因此我们只需要证明 (5.37)是精

确 V-能控的.

我们分开证明充分性与必要性.

(1)必要性.

定理的第一个条件之间可以从精确 V-能控的的定义中可以得到,第二个条

件可由定理 (5.1)得到.

(2)充分性.

对任意给定的初始值 x0 ∈ Rn 和系统状态末值 xh ∈ L2
FT
(Rh),从定理的第一

个条件可知,存在 xxh

F ∈ L2(Ω,FT , P;Rn−h)和 uxh
(·) ∈ U 满足 BSDE (5.28)存在

一个解 (Xxh
(·), qxh

(·)),又由于假设 (A1) (A2),可知解是唯一的.
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如果第二个条件成立, 则对任何系统初始值 x ∈ Rn, 存在输入 u(x)(·) ∈

U 满足 FBSDE (5.37) 存在唯一解并满足 x(0) = x 和 x(T ) =

 0x0
, 其中 x0 ∈

L2(Ω,FT , P;Rn−h)是某个确定的向量.

令 u(·) = u(x0−xxh
(0)) + uxh ,其中 xxh

(0)是向量 Xxh
(0)的前 n个分量,则我们

很容易验证,在这个构造的输入下, FBSDE (5.37)存在满足 x(0) = x0和 x(T ) =x
h

xF

的唯一解,因此 GBCS是精确 V-能控的. □

下面我们给出定理 5.4的证明.

证明 在定理的假设下,我们可以使用如下线性变换

v(t) = H(t)

Z(t)U(t)

+ K(t)X(t) ... (5.51)

将方程 (5.45)转化为如下的等价形式:
dX(t) =

(
Â(t)X(t) + Â1(t)Z(t) + B̂(t)U(t)

)
dt + Z(t)dw(t),

x(0) = x0, p(T ) = QT x(T ).
... (5.52)

这两个方程 (5.45) 和 (5.52) 的等价是说如果存在平方可积适应过

程 (Z(·),U(·))使得方程 (5.52)有解 X(·),则我们可以构造 v(t)使得方程 (5.45)有

相同的解 X(·),反之也成立.

我们分开证明必要性和充分性.

(1)必要性.

对表达式 Φ(t)X(t)使用 Ito公式,其中 Φ(t), X(t)分别在 (5.30)和 (5.52)中

被定义,可得

Φ(T )X(T )

= X(0) +
∫ T

0

Φ(t)dX(t) +
∫ T

0

(dΦ(t))X(t) +

∫ T

0

−Φ(t)Â1(t)Z(t)dt

= X(0) +
∫ T

0

Φ(t)
(
Â(t)X(t) + Â1(t)Z(t) + B̂(t)U(t)

)
dt +

∫ T

0

Φ(t)Z(t)dw(t) −∫ T

0

Φ(t)Â(t)X(t)dt −
∫ T

0

Φ(t)Â1(t)X(t)dw(t) −
∫ T

0

Φ(t)Â1(t)Z(t)dt

= X(0) +
∫ T

0

Φ(t)B̂(t)U(t)dt +
∫ T

0

Φ(t)
(
Z(t) − Â1(t)X(t)

)
dw(t).
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对上述等式两边分别取希望可得

EΦ(T )X(T ) = EX(0) + E
∫ T

0

Φ(t)B̂(t)U(t)dt. ... (5.53)

考虑如下的 BSDE:
dX(t) = (Â(t)X(t) + Â1(t)Z(t) + B̂(t)U(t))dt + Z(t)dw(t),

X(T ) = 0,
... (5.54)

其中 x ∈ L2
FT
(Rn). 根据参考文献 [79]可知,对任意 U(t) ∈ L2

F (0,T ;Rm),存在唯

一的平方可积使用过程 (X(·),Z(·)) ∈ L2
F (0,T ;R(2L+1)n)满足 BSDE.我们即这个

解为 (XU,x(·),ZU,x(·)).

定义空间

S 0 = {XU,0(0) : U(t) ∈ L2
F (0,T ;Rm)},

S x0 = {xU,0(0) : XU,0(0) ∈ S 0},
... (5.55)

其中 xU,0(0)是向量 XU,0(0)的前 n个分量. 空间 S x0 是所有可以控制到零的初

始态的集合,也即如果 GBCS (5.16)-(5.17)的初始状态为 x0 ∈ S x0 ,则存在宏观

调控策略使得系统状态在 T 时刻到达零状态.

如果 GBCS (5.16)-(5.17)是完全能控的,则对任何初始态 x0,存在 U(t),使

得方程 (5.54)的解存在并满足 x(0) = x0,其中 x(0)是向量 X(0)的前 n个分量,

这意味着 S x0 = Rn.

如果我们可以证明 S 0 = Im(M(T )),则 S x0 = Rn 可以推出定理 5.4中的矩

阵满秩,因此必要性证明结束.

现在我们证明等式 S 0 = Im(M(T )).

将末值条件 X(T ) = 0带入等式 (5.53)可得

X(0) = − E
∫ T

0

Φ(t)B̂(t)U(t)dt. ... (5.56)

由命题 5.4可知 S 0 = Im(M(T )).

(2)充分性.

如果定理 5.4 中的矩阵是满秩的, 则 S x0 = Rn, 也即对任意初始值 x0, 存

在 U(t),使得方程 (5.54)存在解并且满足 x(0) = x0. 记相应的控制为 U x0(·)
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对任意给定的状态末值 xT ∈ L2
FT
(Rn), 我们知道存在唯一的适应过程

对 (XXT (·),ZXT (·))满足如下的 BSDE:
dX(t) = (Â(t)X(t) + Â1(t)Z(t))dt + Z(t)dw(t),

x(T ) = xT , p(T ) = QT x(T ).
... (5.57)

对任意状态初始值 x0 ∈ Rn,令宏观控制策略为 U x0−xxT (0)(·),则方程 (5.52)是可

解的并且满足 x(T ) = xT .

上述的分析表明在定理的条件下, 对任意状态初始值 x0 ∈ Rn 和任意状态

末值 xT ∈ L2
FT
(Rn), 我们可以构造一个宏观调控策略使得方程 (5.52)是可解的

并且满足 x(T ) = xT . 这正是 GBCS完全能控的定义,因此充分性得到证明. □

下面我们给出定理 5.5的证明.

证明 由定理 5.4 可知, 定理 5.5 的条件是充分的. 我们只需要证明条

件 rank(D) = n是必要的即可,这可以从定理 5.2中得到,所以定理证毕.

□

下面我们给出定理 5.6的证明.

证明 由定理 5.5可知,如果我们可以证明 Im(M(T )) = Im(QC),则定理成立. 实

际上,这个等式可以从 (5.54)-(5.56),等式 S 0 = Im(M(T )) (可参看定理 5.4的证

明)和定理 2.4推出. 因此,定理得证.

□

5.5 本章小结

这一章我们研究了随机 GBCS 以及其能控性问题. 随机 GBCS 的研究不

只是理论上对确定性系统的推广,这更多的是源于随机 GBCS大量存在以及在

考虑控制复杂系统时随机因素是不可避免的. 我们首先给出了一般非线性随

机 GBCS的框架并引入了纳什均衡能控性在随机框架下的定义. 然后我们深入

研究线性随机 GBCS 并给出了相对完整的能控性的刻画. 对于随机 GBCS 能

控性的研究, 我们需要考虑随机正倒向微分方程的能控性问题, 这在文献中

很少被研究, 同时即使是线性的 FBSDE 其可解性在数学上也还没有像确定

性 FBDE那样被完全刻画.
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第 6章 不完全信息 GBCS

6.1 导言

不完全信息无论是控制理论还是博弈论中都被大量研究,这是由于不完全

信息的情况在实际情况中大量出现,而完全信息的情况很多时候只是对实际系

统的简化或理想化假设. 因此对不完全信息的 GBCS进行研究是重要而且必要

的. 本章我们对不完全信息 GBCS进行初步探讨,引入不完全信息 GBCS的概

念并对一类特殊系统的能控性进行了研究.

6.2 不完全信息 GBCS

在博弈论中,不完全信息是指博弈参与人对其他参与人的偏好、收益函数、

行动空间等信息是不完全的,这些不同种类的不完全可以通过一些方法转化为

对其他参与人的收益函数信息不完全的形式,因此博弈论专家使用“类型”来

刻画不完全信息, 同一个参与人的不同类型仅在其收益函数上有区别, 具体可

参看文献 [80,第 15章]. 博弈论在处理不完全信息时,会假设在参与人类型空

间上存在一个概率分布, 并且这个分布是共同知识, 因此可以用贝叶斯的方法

来处理. 在控制论中,不完全信息一般指控制者对被控系统的动态方程、系统

参数或系统输出等信息获取不完全或未知. 由于被控系统没有理性个体参与,

系统对控制输入是被动响应, 因此不会存在像博弈系统中欺骗等问题, 控制者

可以通过对被控系统输入适当的激励信号来获得某些需要的信息.

由于 GBCS将博弈模型融入到了控制系统中,因此不完全信息 GBCS具有

自己的特征. 比如在定义完全信息 GBCS 的时候下层决策个体能够知道到宏

观调控者的策略,并且宏观调控策略是先于下层博弈开始前给出. 但在一些实

际情况中,宏观调控策略可能未知或难以观测. 这种不完全信息其实可以转化

为系统的动态映射未知的情况. 仔细分析博弈和控制中可能存在的不完全信息

情况,我们可以将 GBCS不完全信息归为如下两类: 下层决策个体的类型未知、

系统的动态映射未知. 因此我们有如下对不完全信息 GBCS 的定义.

定义 6.1 不完全信息 GBCS是存在信息不完全的 GBCS,由下述要素构成:
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1. 系统动态映射非空集合: DS = {TD,λ : λ ∈ Λ};

2. 收益函数非空集合: JS 1 = {J1,θ1 : θ1 ∈ Θ1},· · · , JS N = {JN,θN : θN ∈ ΘN};

3. 关于集合 DS , JS i, i = 1, · · · ,N 的先验结构信息: PI.

其中 DS 表示动态过程的不确定性, 系统的动态可能是这个集合中的某一个;

JS i 表示第 i个下层决策个体可能的类型.

同定义 GBCS的定义 3.1一样,宏观调控者和下层决策个体到底知道什么

信息暗含在他们各自策略集合的定义中. 有时为了明确不完全信息的结构可

以明确表示出谁拥有什么信息. 定义中的先验结构信息由实际问题的不同而不

同.

信息经济学中的机制设计可以看成是不完全信息 GBCS最优控制问题. 参

考文献 [81,第三章, 284页],我们给出机制设计问题的一般描述.

一个委托人, N个代理人. 委托人没有私人信息,代理人 i的类型 θi ∈ Θi是

私人信息. 类型空间 Θ =
∏N

i=1 Θi上存在一个概率分布 P,它表示某种类型出现

的概率并且是共同知识. 委托人的目的是设计一个配置函数 y = (x(·), t(·))使

得自己的期望收益最大,其中 x(·)是决策向量, t = (t1, · · · , tN)是从委托人到代

理人的转移支付向量. 委托人和代理人都有一个效用函数 ui(y, θ), i = 0, · · · ,N.

为简单起见这里我们暂时忽略参与约束并直接利用显示原理[81]. 博弈的规则

是, 代理人选择自己的类型 µi ∈ Θi, 信号组合 µ = (µ1, · · · , uN)共同决定配置:

ym : Θ→ X × RN . 由此可知,给定一个机制 m,代理人之间形成一个贝叶斯博弈,

贝叶斯纳什均衡决定了委托人的期望收益.

很容易可以看出, 在这里委托人相当于 GBCS中的调控者, 代理人是下层

决策个体. 系统无动态不确定性,不确定性来源于调控者对下层决策个体的类

型未知, 类型集合上的先验信息是概率分布 P, 调控者的目的是最大化自己的

期望收益. 机制设计处理不确定性的方法是直接向下层决策个体询问他们的类

型,决策个体报告的类型觉得了配置,从而影响下层决策个体的收益. 当然决策

个体报告的类型可能是假的,机制设计理论就是研究在没有私人信息的一方如

何设计博弈规则让具有私人信息一方将真实的信息披露出来[9]. 经济学中的合

同理论[82] 也对不完全信息进行了深入研究. 这种处理方法是将下层决策个体

当成完全理性的参与者.

控制论中有很多方法处理信息不完全, 比如自适应控制[83]、系统辨识[84]、
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鲁棒控制[85]、自抗扰控制技术 ( ADRC)[86] 等等. 显然博弈论处理不完全信息

的方法与控制论有明显的区别,机制设计中是设计适当的利益分配方法来激励

理性参与个体主动披露自己的真实信息,这正是利用了理性个体是利益驱动的

特征. 在控制论中, 经典的被控系统是被动响应的, 因此控制者通过适当的输

入来获取系统的响应, 进而从输入输出的信息中获得不完全信息的真实取值.

如何将这两种处理不完全信息的方法融合在一起是一个值得研究的方向,我们

需要研究理性个体在信息未知的情况下如何进行博弈以及如何获取未知信息.

这是一个复杂的问题, 可以参考文献 [87–90] 进一步了解相关的研究. 目前大

部分的文献都是将下层决策个体当成有限理性进行处理,比如使用强化学习方

法[91, 92]、No-regret学习[93]等. 对于系统动态不确定性的博弈,文献 [94, 95] 使

用独立地第三方机构的方法来估计系统动态,其估计值作为共同知识为理性个

体所知.

对系统动态信息不完全的博弈, 我们进行如下初步探索, 对这类博弈系统

的控制留待进一步研究.

首先考虑如下最优控制问题.

令 X = {1, · · · , n}, U = {1, · · · ,m}, F ⊂ AF = XX×U 为一非空子集, 并

且 p0是 F 的一个概率分布. 系统的动态方程为
x(t + 1) = f (x(t), u(t)),

x(0) = x0 ∈ X, t = 0, · · · ,T − 1,
... (6.1)

其中 f 是未知函数但 f ∈ F 并且其为 F 中某个特定函数 f 的概率为 P( f ). 控

制者的收益函数为

J(u(·)) = K(x(T )) +
T−1∑
t=0

S (x(t), u(t)) ... (6.2)

并希望最大化其期望值. 容许控制集 U 为所有可能的反馈控制,也即

U = {(ut(·))0≤t≤T−1 : ut(xt, ut−1) ∈ U}, ... (6.3)

其中 xt = (x0, · · · , xt)和 ut−1 = (u0, · · · , ut−1).

由于容许控制集合 U是有限集合,因此上述定义的最优控制问题存在最优

控制,也即最优控制问题是良定义的. 由于系统存在不完全信息,也即对系统的

动态信息是不完全的,上述最优控制无法直接使用动态规划进行求解.

93



博弈控制系统及其能控性

由上述分析可知,从任意时刻 t ∈ [T ] = {0, 1, · · · ,T },任意状态 x ∈ X和 F上

的任意分布 p开始的最优控制问题均存在最优控制以及相应的最优期望值. 由

于最优期望值必唯一,故可令最优值函数为 V(t, x, p). 设在 t ∈ [T − 1] 时刻系

统的状态为 x ∈ X 并且 F 上的分布为 p, 当输入控制 u 后系统的状态变为 y,

此时控制者可以对真实的系统动态进行估计,也即估计 F 上的一个新的概率分

布 p(x, y; p, u),这可以通过如下方式进行计算:

1. 如果 p( f ) = 0,则 p(x, y; p, u)( f ) = 0;

2. 如果 p( f ) , 0但是 f (x, u) , y,则 p(x, y; p, u)( f ) = 0;

3. 记所有满足 p( f ) , 0 并且 f (x, u) = y 的函数集合为 F(t + 1), 则对任

意 f ∈ F(t + 1)有

p(x, y; p, u)( f ) =
p( f )∑

f∈F(t+1) p( f )
.

因为真实的 f 在集合 (F, p)中,所以上述定义的分布 p(x, y; p, u)有意义.

下面我们可以得到类似确定性最优控制中的最优性原理.

定理 6.1 最优值函数 V(t, x, p)满足如下方程:
V(t, x, p) = max

u∈U

{
S (x, u) +

∑
y∈X
µ(x, u, y; p)V(t + 1, y, p(x, y; p, u))

}
,

V(T, x, p) = K(x).

... (6.4)

其中概率分布 µ的计算如下:

µ(x, u, y; p) =
∑

f∈F, f (x,u)=y

p( f ). ... (6.5)

证明 证明类似动态规划的方法. □

面对系统动态信息不完全的最优控制,控制者要在探索与开发中取得平衡,

也即要在使用输入来系统辨识和利用已获得的信息来最优化之间进行权衡. 如

果初始分布 p0 退化为单点,也即存在 f ∈ F 满足 p0( f ) = 1,则上述定理退化

为确定性动态系统的最优性原理.

现在我们考虑动态信息不完全的 L-人博弈问题.

令 X = {0, · · · , n}, Ui = {0, · · · ,mi}(i = 1, · · · , L), U =
∏L

i=1 Ui, F ⊂ XX×U 是
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一个非空子集,并且 p0为 F 上的初始概率分布. 系统动态为
x(t + 1) = f (x(t), u1(t), · · · , uL(t)),

x(0) = x0 ∈ X, t = 0, · · · ,T − 1,
... (6.6)

其中 f 是未知函数但 f ∈ F 并且其为 F 中某个特定函数 f 的概率为 P( f ). 参

与者 i的收益函数为

Ji(ui(·), u−i(·)) = Ki(x(T )) +
T−1∑
t=0

S i(x(t), ui(t), u−i(t)). ... (6.7)

每个参与者希望最大化各自的期望收益. 博弈模型的信息为共同知识. 假设每

个参与者都可以观察到其他个体的行动,系统唯一的不确定性来源于系统动态

的不完全.

正如有限博弈纯策略纳什均衡不一定存在,我们需要引入混合策略.

Ui = {(ui,t(·))0≤t≤T−1 : ui,t(xt, ut−1) ∈ ∆(Ui)}, ... (6.8)

其中 xt = (x0, · · · , xt), ut = (u1,t, · · · , uL,t)和 ut−1 = (u0, · · · , ut−1). 由策略集合的

定义可知我们主要关注的是子博弈精炼纳什均衡.

类似动态博弈的逆向求解以及上述动态信息不完全的最优控制方法可以

证明下述结论,并且利用 (6.4)类似的最优性原理可以求解纳什均衡.

定理 6.2 具有动态信息不完全的博弈 (6.6) - (6.8)存在子博弈精炼纳什均衡.

这个博弈与传统的贝叶斯博弈有区别,贝叶斯博弈中的不确定性是来自于

参与者的“类型”,“自然”在博弈开始以参与者都知道的类型分布随机选取

各个参与者的类型,然后博弈开始. 这里类型是私人信息,也即参与者自己知道

自己的类型但不知道其他人的类型,但是“自然”抽取类型的分布是共同知识.

在上述信息动态信息不完全的博弈中,可以认为“自然”首先以概率 p0随机选

的系统的动态 f ,所有参与者都不知道这个真实的动态 f ,但参与者可以通过自

己的行动输入来辨识 f . 这时参与者会在系统辨识、最优化自己的收益、其他

参与者行动的影响三者之间进行权衡.

上述博弈也与有限随机博弈 (Stochastic Games,定义见第3.5节例子3.1)不

同, 有限随机博弈的系统动态为马尔科夫链, 参与者的行动输入影响系统的概

率转移, 但在随机博弈中不存在系统辨识的问题, 所有的信息都是已知的只是

状态的转移是随机的.
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6.3 一类不完全信息 GBCS能控性研究

这小节我们考虑当下层决策个体不知道宏观策略的情况, 这可能是由于

宏观调控者的输入策略难以观测或观测成本很高造成的. 作为对不完全信

息 GBCS 的初步探讨, 我们使用鲁棒纳什均衡来刻画下层决策个体之间的博

弈结果. 此时,下层决策个体将宏观策略当成外部噪声来处理,每个个体均使用

鲁棒最优化方法来决定自己的策略.

我们考虑确定性的线性二次非合作微分博弈. GBCS 的动态为:
ẋ(t) =A(t)x(t) +

L∑
i=1

Bi(t)ui(t) + B(t)u(t),

x(0) =x0.

... (6.9)

个体 i(i = 1, 2, . . . , L)通过选择输入策略 ui(·)最小化的收益函数为:

Ji(u1(·), u2(·), . . . , uL(·), u(·)) = xT (T )QiT x(T )

+

∫ T

0

[xT (t)Qi(t)x(t) + uT
i (t)Ri(t)ui(t) + uT (t)Pi(t)u(t)] dt,

... (6.10)

矩阵 A(t), B(t), Bi(t), Qi(t), Ri(t), i = 1, 2, · · · , L 的所有元素是关于时间的分

段光滑函数且有界. 决策个体的策略空间为平方可积函数, 即 ui(·) ∈ Ui =

L2([0,T ];Rmi)和 u(·) ∈ U = L2([0,T ];Rm),设 UF =
∏L

i=1 Ui.

在第 4 章中, 我们也考虑了上述模型的 GBCS , 但在那里所有信息都是完

全的.

定义 6.2 [96] 分两个阶段定义鲁棒纳什均衡. 考虑策略组合 uF = (u1, · · · , uL) ∈

UF ,

1. 从第 i个个体的角度来看宏观控制 ûi(uF) ∈ U 为最坏的,如果对任意 u ∈

U 都有

Ji(uF , ûi(uF)) ≥ Ji(uF , u).

2. 策略组合 uF∗ = (u∗1, · · · , u∗L) ∈ UF 称为一个鲁棒纳什均衡, 如果对所有

的 i ∈ {1, · · · , L}它满足下面两个条件:

• 对任意的策略组合 uF = (u1, · · · , uL) ∈ UF ,从任意个体 i的角度来

看都存在一个最坏的宏观策略;
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• 对任意的个体 i 及其任意的输入 ui ∈ Ui, 下式对任意的 ûi(uF) ∈

U 成立:

Ji(u∗i , u
∗
−i, û

i(u∗i , u
∗
−i)) ≤ Ji(ui, u∗−i, û

i(ui, u∗−i))

由鲁棒纳什均衡的定义可以知道,如果微分博弈 (6.9)-(6.10)存在唯一的鲁

棒纳什均衡 uF∗ = (u∗1, · · · , u∗L) ∈ UF ,则下层个体的输入不会随宏观调控输入变

化而变化, 但宏观调控输入可以改变系统动态, 所以宏观调控者可以对系统进

行调控. 此时,对任意的宏观输入 u ∈ U,系统的动态均为:
ẋ(t) =A(t)x(t) +

L∑
i=1

Bi(t)u∗i (t) + B(t)u(t),

x(0) =x0.

... (6.11)

这使得 GBCS 变成一个纯的控制系统. 因此,如果对任意初始值 x0鲁棒纳什均

衡都存在且唯一,则上述系统的能控性等价于没有下层决策个体参与的纯线性

系统的能控性. 现在我们对鲁棒均衡 uF∗ = (u∗1, · · · , u∗L) 的存在性、唯一性进行

刻画..

首先我们引入如下假设.

(A1) 文献 [96] 中定理 3 的条件成立. 在此我们仅给出 Riccati 方程条件:

下述 Riccati方程组在 [0,T ]存在对称解:
K̇i(t) = − AT (t)Ki(t) − Ki(t)A(t) − Qi(t) + Ki(t)(S i(t) + Ti(t))Ki(t),

Ki(T ) =0, i = 1, · · · , L,
... (6.12)

其中 S i = BiR−1i BT
i , Ti = BP−1i BT .

这个假设是关于一些矩阵或算子正定或负定, Riccati 方程存在解的假设,

在此我们不详细给出这些假设的具体形式. 下面定理出自文献 [96, Theorem 3].

定理 6.3 [96] 如果假设 (A1)成立,则对于宏观调控策略 u(t), t ∈ [0,T ]和系统初

始值 x0, 由 (6.9)和 (6.10)定义的微分博弈存在唯一鲁棒纳什均衡当且仅当下
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面的正倒向微分方程 (FBDE)存在唯一解:

ẋi(t) =Axi(t) +
L∑

j=1

S j(t)(K j(t)x j(t) + e j(t)) − Ti(t)(Ki(t)xi(t) + ei(t)),

ėi(t) =(AT − Ki(t)(S i(t) + Ti(t)))ei(t) + Ki(t)
∑
j,i

S j(t)(K j(t)x j(t) + e j(t)),

xi(0) =x0, ei(T ) = 0, i = 1, · · · , L.
... (6.13)

决策个体 i的策略为: ui(t) = −R−1i (t)BT
i (t)(Ki(t)xi(t) + ei(t)).

上述定理给出了鲁棒纳什均衡的完全刻画. 同前面研究确定性 GBCS的思

路,我们应该在上述 (FBDE)上来研究系统能控性问题. 然而在方程 (6.13)中含

有 Riccati方程 Ki(t)同时 Riccati方程是非线性的,这使得直接在方程 (6.13)上

来研究会比较困难. 因此我们需要对鲁棒纳什均衡给出一个新的刻画方程,这

个方程最好是线性的. 下面定理给出了这种刻画.

定理 6.4 如果假设 (A1) 成立, 则对于宏观调控策略 u(t), t ∈ [0,T ] 和系统初始

值 x0, 由 (6.9)和 (6.10)定义的微分博弈存在唯一鲁棒纳什均衡当且仅当下面

的正倒向微分方程 (FBDE)存在唯一解:

ẋi(t) =A(t)xi(t) +
∑
j,i

S j(t)ϕ j(t) + Ti(t)ϕi(t),

ϕ̇i(t) =Qi(t)xi(t) − AT (t)ϕi(t),

xi(0) =x0, ϕi(T ) = 0, i = 1, · · · , L.

... (6.14)

证明 在 [97]定理 3的证明中有如下等式

Λi(t) =ΦT (T, t)Ki f xi(T ) +
∫ T

t
ΦT (T, s)Qi(s)xi(s)ds

=Ki(t)xi(t) + ei(t),

... (6.15)

由于在我们的模型中矩阵 Ki f = 0并令 ϕi = Λi 所以我们有
ϕ̇i(t) =Qi(t)xi(t) − AT (t)ϕi(t),

ϕi(T ) =0, i = 1, · · · , L.
... (6.16)

将上述关系式 (6.15)和 (6.16)带入 (6.13)即可得 (6.14). 同时由 [97]定理 3的

证明可知方程 (6.13)和方程 (6.14)的具有相同的存在唯一性,因此定理得证. □
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为了将方程 (6.14)写得更紧凑,我们引入如下一些记号:

x(t) =[xT
1 (t), · · · , xT

L(t)]
T ,

ϕ(t) =[ϕT
1 (t), · · · , ϕT

L(t)]
T ,

A(t) =diag{A(t), · · · , A(t)} ∈ R(nL)×(nL),

Q(t) =diag{Q1(t), · · · ,QL(t)} ∈ R(nL)×(nL),

S (t) =



T1(t) S 2(t) · · · S L(t)

S 1(t) T2(t) · · · S L(t)
...

...

S 1(t) S 2(t) · · · TL(t)



... (6.17)

则方程 (6.14)可写重写为
ẋ(t) = A(t)x + S (t)ϕ(t),

ϕ̇(t) = Q(t)x(t) − A
T
(t)ϕ(t),

x(0) = x0 ⊗ 1, ϕ(T ) = 0.

... (6.18)

因此,在假设 (A1)成立的情况下,鲁棒纳什均衡存在唯一性等价于对任意初始

值 x0正倒向微分方程 (6.18)存在唯一解.

注释 6.1 在第 4章命题 4.1中我们已经给出了类似上述正倒向微分方程解存在

唯一性的充要条件,但与这里的条件不同,这里的初始值为 x(0) = x0 ⊗ 1,而不

是所有的初始值.

定义正倒向微分方程 (6.18)转移矩阵 Φ(t, s)为:
∂Φ(t, s)
∂t

= E(t)Φ(t, s)

Φ(s, s) = I(n+m)

, E(t) =

A(t) S (t)

Q(t) −A
T
(t)

 ... (6.19)

和系统能控性 Gramian矩阵 W 为:

W(T ) =
∫ T

0

Φ(t)B(t)BT (t)ΦT (t) dt. ... (6.20)

其中 
dΦ(t)

dt
= −Φ(t)A(t),

Φ(0) = In,

... (6.21)
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定理 6.5 设不完全信息 GBCS满足假设 (A1),则该 GBCS在鲁棒纳什均衡意义

下能控当且仅当下述条件成立:

1. 矩阵 M(T )满秩,其中

M(T ) = [InL, 0nL]Φ(T, 0)

InL

0nL

 ;
2. 矩阵 W(T )满秩.

证明 由能控性的定义可知,要求对于任意初值 x0,存在宏观调控 u(·)使得均衡

存在唯一. 前面分析可知,均衡的存在唯一与宏观调控 u(·)无关,这意味着在假

设 (A1)成立的前提下,对任意的初始值 x0,方程 (6.18)的解存在且唯一,下面我

们证明定理中的条件 1是它的充要条件.

使用类似第 4章命题 4.1的证明可以得到: 方程 (6.18)的解存在且唯一等

价于对于任意初值 x0,存在唯一向量 z ∈ RnL 满足:

M(T )z = x0 ⊗ 1. ... (6.22)

如果 M(T )满秩,则显然上述条件成立. 反之令 x0 = 0,则要求 M(T )z = 0存在

唯一解,所以有矩阵 M(T )满秩,因此得证.

在条件 1成立下,不完全信息 GBCS能控性等价于没有下层决策个体参与

的线性系统的能控性,而定理中的条件 1是它的充要条件. □

上述研究只是在这个方向的一个简单探索,还需要进一步深入研究. 我们

现在对上述不确定性 GBCS 做一个简单的分析和设想但不进一步深入讨论.

如果我们将宏观调控者的输入策略看成是政策、规范、命令或其他在博弈开

始之前就会公布的信息, 则宏观策略看成是共同知识是自然的, 这也是完全信

息 GBCS的基本假定. 但有的时候宏观决策者的输入并不是提前公布的而是采

用“见机行事”的方式给出, 这时我们可以将宏观策略看成是反馈控制, 因为

我们假设了下层决策个体是完全理性的, 因此根据理性预期理论, 我们可以合

理的假设下层决策个体都可以正确预期到宏观策略的反馈形式,此时宏观策略

也变成了共同知识, 因此也可以将这种情况看成是完全信息的 GBCS. 但是现

实中确实存在宏观策略未知的情形,上述我们的处理方式是不考虑理性个体的

理性预期, 假设它们无法获得任何有关宏观策略的信息, 此时理性个体采用保
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守谨慎的行动,也即鲁棒最优化. 当然实际情况,理性个体会有自己的预期,这

也是理性个体与被动响应个体很大的区别所在,所以更加现实的做法是将理性

个体的预测、预期或信念作为系统运行规律的一部分考虑进来. 所有理性个体

会对未知信息进行理性的预测, 并基于这个预测来最优化自己的行为, 这正是

自适应控制所采用的方法. 但在理性个体参与的情况下,我们需要考虑什么样

的预测规则或方法是理性的从而不会出现“系统性谬误”,这应该是区别与自

适应控制最重要的方面. 纳什均衡可以看成是理性预期的自我实现,也即参与

者都会预期到其他个体会采用均衡处的策略从而使得所有参与者都采用纳什

均衡策略. 因此,研究理性个体如何进行更加实际的理性预期是处理不完全信

息 GBCS的重要研究内容,其研究的重要性不言而喻但任重而道远.

一种可能的处理不完全信息的思路思路为: 假设市场上存在各种关于未知

信息进行预测的咨询公司, 理性个体可以出价向这些不同公司购买预测信息,

信息的价格会随公司之前预测的准确性变动. 此时理性个体的行为完全变成了

一个完全信息的优化问题. 文献 [94, 95]使用的自适应博弈的方法可以看是成

当前市场上只有一个相应的咨询公司而且价格便宜,因此所有参与者都使用同

样的估计方法同时也不考虑估计的代价. 这种思路下甚至可以研究“创新”对

系统的影响.

6.4 本章小结

在不完全信息 GBCS模型中,我们初步研究了不完全信息下如果对这类系

统的控制,然而这只是研究的开始. 在控制论中有非常多得方法处理信息未知

或不完全,比如自适应控制、系统或参数估计、极值搜索等;在博弈论中也有许

多处理不完全信息的方法,比如贝叶斯纳什均衡、博弈中的学习理论、代理或

合同理论等. 如何将这些重要的方法与思想运用到不完全信息 GBCS的控制中

不管是在理论方面还是在应用上都将是非常有意义的.
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第 7章 本文总结与展望

7.1 工作总结

在经典的控制理论框架下, 被控对象没有自己的目标函数, 然而在许多实

际的控制系统中确并非如此. 比如社会系统、经济系统和许多的” 智能” 系统.

虽然博弈论可以对这类系统进行有效地建模与分析,但经典的博弈论主要研究

均衡相关问题, 而很少考虑博弈系统的调控问题, 然而对有理性个体参与的系

统进行调控随处可见. 如果不对这些调控问题进行科学地研究,则经常会出现

“拍脑袋办事”,而这往往达不到调控目的甚至事与愿违. 这种“上有政策,下

有对策”的现象普遍存在于各种层级决策系统中. 正是基于这样的背景,本文

提出了基于博弈的控制系统 (GBCS)并深入研究了能控性问题. 主要结果总结

如下:

(1) 提出了基于博弈的控制系统 (Game-Based Control Systems, GBCSs) 基

本框架. GBCS 将可以刻画具有理想个体参与的博弈模型融入到控制系统中,

将控制理论和博弈理论融合在一起, 从而可以用于对更加广泛的系统的调控.

为了刻画宏观调控者对系统宏观状态调控能力的大小,我们在 GBCS引入了纳

什均衡能控性的概念,它是进一步研究系统其它控制性质的基础.

(2) 确定性微分博弈已经被大量应用到实际问题的建模与分析中, 研究对

这类系统的控制激发我们引入用常微分方程描述的确定性 GBCS.针对这类系

统,我们建立了相应的数学模型以及能控性的数学定义. 然后给出了一般非线

性 GBCS 能控性的刻画,将 GBCS 能控性问题转化为对应正倒向微分方程的

部分能控性问题. 对一般线性时变 GBCS ,我们通过研究相应线性时变正倒向

微分方程部分能控性问题,给出了 GBCS 能控的充分必要代数秩判定条件. 最

后我们给出了线性定常 GBCS 能控性更加简洁的矩阵秩判定.

(3) 由于复杂系统经常会受到内外等随机因素的影响, 因此我们进一步研

究了用随机微分方程描述的 GBCS 及其能控性问题. 同确定性 GBCS一样,我

们建立了随机 GBCS的数学模型以及随机版本的能控性定义. 然后给出了一般

非线性随机 GBCS 能控性的刻画,将 GBCS 能控性问题转化为对应正倒向随
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机微分方程 (FBSDE)能控性问题. 最后后对一般线性时变 GBCS,我们给出了

系统能控的充分必要代数秩判定条件. 针对线性定常随机 GBCS,我们也给出

了能控性的更加简洁的矩阵秩判定.

(4) 不完全信息指某些信息未知或信息不对称. 前面确定性与随

机 GBCS 都做了信息完全的假设, 然而许多实际系统中信息是不完全的, 因

此我们引入不完全信息 GBCS. 作为对这个方向的初步探索, 我们考虑了一类

特殊的不完全信息: 宏观策略未知的不完全信息 GBCS.针对线性二次微分博

弈,我们使用鲁棒纳什均衡来刻画下层决策个体间博弈的均衡结果并研究了这

类不完全信息 GBCS的能控性问题.

7.2 工作展望

由于本文是研究 GBCS的开始,所以在这个框架下会有很多有意思的问题

需要研究, 我们也将在这些方面开展进一步进行的研究, 这些包括但不限于以

下几个方面:

(1) 考察无穷时间 GBCS 模型或重复博弈模型, 这可以为不完全信

息 GBCS模型的研究提供进一步的基础.

(2) 对于多重纳什均衡调控的研究, 也即研究宏观调控者如何通过外部干

预使系统从一个纳什均衡转移到一个更加合理的纳什均衡. 这对于研究如何才

能更好的协调和合作有重要意义,因为这是社会或其他复杂系统面临的两个基

本问题
[9]

.

(3)在不完全信息 GBCS模型中, 我们初步研究了不完全信息下如果对这

类系统的控制,然而这只是研究的开始. 在控制论中有非常多得方法处理信息

未知或不完全,比如自适应控制、系统或参数估计、极值搜索等;在博弈论中也

有许多处理不完全信息的方法,比如贝叶斯纳什均衡、博弈中的学习理论、代

理或合同理论等. 如何将这些重要的方法与思想运用到不完全信息 GBCS的控

制中不管是在理论方面还是在应用上都将是非常有意义的.

(4)研究复杂网络上博弈系统的调控. 前面考虑的系统可以看成是在完全

连接图上博弈的系统, 但现实中决策个体之间是有一定的结构的, 这个结构可

以用复杂网络的理论来刻画,而复杂网络上的优化、控制等理论已经取得了长

足进展,因此如何将这些理论运用到 GBCS模型中将会非常有意义.

(5)如果参与博弈的个体只有有限理性,如何对这类系统进行调控?
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