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摘 要

摘 要

“Ten-fold way”拓扑周期表告诉我们，不同的空间维度和对称性对应不同的

拓扑分类。但是这个拓扑周期表中只考虑了时间反演对称性、粒⼦-空⽳对称性

和⼿征对称性，晶体中丰富的空间群对称性却暂时没有在考虑范围之内。拓扑绝

缘体、拓扑晶体绝缘体以及⾼阶拓扑绝缘体的发现让科学家们意识到晶体对称

性也可以带来新的拓扑态，材料中对称性保护的拓扑态存在更丰富的分类。因此

晶体中丰富对称性下对应的拓扑分类便成了拓扑能带论中接下来需要解决的问

题。

受 Fu-Kane 公式的启发，普林斯顿和哈佛两个⼩组⼏乎在同⼀时间分别发

现晶体材料中的拓扑信息包含在布⾥渊区的⼏个⾼对称点中这⼀关键信息。他

们都提出，所有不能绝热地演化到原⼦绝缘体态的体系都是拓扑⾮平庸的，但是

在对 230 种空间群进⾏拓扑分类的时候使⽤了不同的思路。哈佛⼤学研究组指

出，230 种空间群的拓扑分类对应于⼀系列阿贝尔群的直乘，即对称性指标分类

Zn。本⽂中的⼀部分⼯作便是在哈佛⼤学的研究成果之上，解释了 230种空间群

在有⽆⾃旋轨道耦合时对称性指标 Zn 的拓扑含义以及具体公式。后来我们利⽤

对称性指标的公式和第⼀性原理做了电⼦材料的⾼通量计算，判别出将近九千

种拓扑电⼦材料，并将数据整理到材料库⽹站上http://materiae.iphy.ac.cn。

随着拓扑能带论的发展、完善，物理学家们对拓扑态的研究已经从电⼦系统

延展到声⼦、光⼦、磁⼦等玻⾊⼦系统中。本论⽂的另外⼀个⼯作便是利⽤第⼀

性原理计算研究了 MSi 过渡⾦属单硅化物家族中的声⼦拓扑。我们在 MSi 发现

了由时间反演对称性和晶体空间群对称性保护的两种双外尔点，分别拥有三重

简并和四重简并的能带。该结果已经被⾼分辨率⾮弹性 X 光散射实验验证。

关键词：拓扑能带论、拓扑声⼦、第⼀性原理计算、对称性指标、拓扑电⼦材料
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Abstract

Abstract

“Ten-fold way”topological classification table tells us that different spatial dimen-

sions and symmetries correspond to different topological classes. However, this table

only contains time-reversal symmetry, particle-hole symmetry can chiral symmetries,

and not only a crystalline symmetry. Discoveries for topological insulators, topologi-

cal crystalline insulators, and high-order topological insulators make people realize that

crystalline symmetries can bring new topological states and the diversity of symmetry-

protected topological states in materials. Thus classification of topological states for

the variety of crystalline symmetries becomes a vital issue.

Inspired by Fu-Kane formula, two individual groups from Princeton and Harvard

found that topological information is included at several high-symmetry points in the

Brillouin zone. They both pointed out that a system is topologically nontrivial if it can

not adiabatically evolve into an atomic insulator, but use different methods to classify

topological states in 230 space groups. The research group from Harvard told us that

topological classes for 230 space groups are isomorphic to some Abelian groups, which

is called symmetry-based indicators. One of my work in this thesis is to explain the

topological information and explicit formula for the symmetry-based indicators in the

presence and absence of spin-orbit coupling. Later, we use the symmetry-based indica-

tor formulas and first-principle calculations to implement a high throughput calculation

for electronic materials and catalog almost 9000 topological materials. All the data are

searchable and available at http://materiae.iphy.ac.cn.

With the development of topological band theory, researches for topological states

has been studied not only in electronic systems but also in bosonic systems, such as

phonons, photons, magnon and so on. Another work shown in this thesis is the topolog-

ical study for MSi transition-metal monosilicides in phononic systems. We found two

kinds of double-Weyl in the phonon spectra of MSi having 3-fold degeneracy and 4-fold

degeneracy respectively, which is protected by time-reversal symmetry and crystalline

symmetries. Those two kinds of double-Weyl points have verified by high-resolution

inelastic X-ray scattering experiments.
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第 1章 前⾔

发现新的物相并对其进⾏分类是凝聚态物理学中⼀个不朽的研究主题。对

于纷繁复杂的凝聚态体系，物理学家发展出了许多理论来解释，例如朗道相变理

论可以通过⾃发对称性破缺来对系统进⾏物相分类。然⽽量⼦霍尔效应这⼀新

奇的物态没有任何对称性的破缺。这让物理学家们意识到朗道理论对于物相分

类的不完备性，从⽽在凝聚态物理领域引发了新的分类范式（即拓扑相），也使

凝聚态物理在过去的⼆三⼗年中迎来第⼆春。

拓扑绝缘体 (Kane 和 Mele, 2006; Zhang 等, 2009) 作为拓扑序的代表，在过

去的⼗多年中备受关注和研究。拓扑绝缘体的体态能带具有和绝缘体系统共有

的特征，即在费⽶⾯附近有能隙，但是在界⾯上却具有⽆能隙、线性⾊散这⼀和

普通绝缘体相区分的表⾯态。虽然是表⾯态，但是却完全由材料体系的能带拓扑

性质决定，并且不会像普通材料⼀样容易受到表⾯缺陷和⽆序破坏。随着拓扑能

带论 (Hasan 和 Kane, 2010; Qi 和 Zhang, 2011; Kitaev, 2009; Chiu 等, 2016) 和⽆相

互作⽤体系的拓扑分类的发展完善，⼈们通过对拓扑不变量的计算还发现了拓

扑晶体绝缘体（topological crystalline insulator，TCI）(Fu, 2011; Hsieh 等, 2012)、

拓扑半⾦属 (Weng等, 2015; Lv等, 2015; Wang等, 2012; Liu等, 2014)两种新的物

态。如果体系能带是绝缘的，我们可以通过对占据态波函数的计算从⽽对其进⾏

拓扑分类；如果体系能带是⾦属的，那么可以对费⽶⾯上的占据态波函数计算对

其进⾏拓扑判断。

尽管固体中电⼦和电⼦之间是有关联的，但当我们只关注低能激发时，单

电⼦近似便可以很好的对系统进⾏描述。由于拓扑材料中我们最关⼼的物理是

费⽶⾯附近的低能激发，因此第⼀性原理计算加上拓扑能带论便可以对拓扑材

料进⾏很好的预测。其中成功预⾔的材料有电⼦系统的拓扑绝缘体 Bi2Se3 家族

(Zhang 等, 2009)、CaP3(Xu 等, 2017)，弱拓扑绝缘体 ZrSiO 家族 (Xu 等, 2015a)

等，拓扑晶体绝缘体 KHgSb(Wang等, 2016)、SnTe(Hsieh等, 2012)等，外尔半⾦

属 TaAs(Weng等, 2015)、HgCr2Se4(Xu等, 2011)，狄拉克半⾦属 Na3Bi(Wang等,

2012)、Cr3As2(Wang 等, 2013) 等；还有声⼦系统的双外尔声⼦材料 FeSi(Zhang

等, 2018) 家族等。下⾯⼏个⼩节中会详细介绍拓扑绝缘体、拓扑半⾦属的基本

理论，以及如何利⽤第⼀性原理来预测拓扑材料。

1



拓扑材料的第⼀性原理计算研究

1.1 有能隙系统的拓扑理论

有能隙的系统对应绝缘体，其中最简单的系统便是原⼦绝缘体。原⼦绝缘体

中的电⼦都被束缚在原⼦核周围，这些局域的轨道正是原⼦绝缘体绝缘性的来

源。(Bradlyn等, 2017)有定义：原⼦绝缘体是实空间⼀组局域轨道或多组局域轨

道直乘得到的态。但如果固体中原⼦之间有相互作⽤，则原⼦的轨道和轨道之间

可以形成共价键，键的强弱可以影响电⼦的运动⾏为。为了描述固体中纷繁复

杂的电⼦结构，固体能带论横空出世并在拓扑能带中⼤放异彩。因为晶体在实

空间有周期性边界条件，固体能带论在对应的倒空间定义了周期性的布⾥渊区，

并在动量空间根据导带和价带的结构对系统进⾏了分类。在绝缘体系统中，能隙

将占据态的价带和空的导带分开。如果绝热地调节哈密顿量，即连续的调节哈密

顿量但能隙不能关闭，则系统的拓扑性质不会发⽣改变。也即 (Bradlyn等, 2017)

定义中说：如果两个态能够在保持系统对称性地前提下绝热地演化到彼此，则称

这两个态拓扑等价。

拓扑能带论研究的⼀个基本问题是⼀个给定对称性的系统有多少种拓扑不

等价的类，其中上述定义中的原⼦绝缘体是拓扑平庸的。如果有两个态只相差某

个原⼦绝缘体，则我们认为这两个态是 K 拓扑等价 的。我们下⽂中所以对拓扑

等价的定义都是指 K 拓扑等价。拓扑平庸的态是与真空 K 拓扑等价的态，拓扑

绝缘体态反之。

1.1.1 狄拉克理论和拓扑分类

绝缘体系统分类最早始于 2009 年 Kitaev 的狄拉克理论研究 (Kitaev, 2009)，

后来 Stone、Chiu 等对其进⾏了完善 (Stone 等, 2010; Chiu, 2014; Chiu 等, 2016)。

通过狄拉克理论，我们可以将复杂又数学化的拓扑分类问题转换为⼀个哈密顿

量中添加质量项的问题。对于 D 维系统的任⼀对称操作 g，满⾜这⼀对称性

gH(k)g−1 = H(gk) 的最⼩哈密顿量可以写为：

H(k) = mγ0 +
D∑
i=0

kiγi (1.1)

其中 γi 是⼀组满⾜反对易关系的厄⽶矩阵，哈密顿量的本征值为
√

m2 + k2。当

m > 0 或 m < 0 时能带的导带和价带是有能隙的，但他们对应的态是否都是拓扑

等价的呢？不难看出，m > 0 对应的所有的态都是拓扑等价的，m < 0 亦之。但

是若想判断 m > 0和 m < 0对应的态是否拓扑等价，就需要看在原哈密顿量的维

度下是否存在⼀个与哈密顿量反对易且满⾜系统所有对称性的额外质量项 m̃γ̃0，
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使得能谱变为
√

m2 + m̃2 + k2。如果存在，那么 m > 0 和 m < 0 是拓扑等价的，

即 m → −m 这⼀过程是绝热地演化，也说明在该空间维度和对称性下系统没有

拓扑分类。如果不存在额外质量项，则说明 m → −m 这⼀过程中⼀定会出现能

隙闭合，因此 m > 0 和 m < 0 对应的态是拓扑不等价的。⾄于拓扑分类是什么，

需要继续判断可以加⼊额外质量项的最⼩哈密顿量直和的个数。⽐如某系统虽

然不能加⼊额外质量项，但是两个最⼩哈密顿量直和起来便可以，则说明这个直

和态是拓扑平庸的，对应 Z2 的拓扑分类。

在⼆维⽆对称性系统中，最⼩狄拉克模型是⽤泡利矩阵展开的：

H(k) = mσz + kxσx + kyσy (1.2)

对于如此简洁的哈密顿量，我们很容易可以看出没有额外的 2 × 2 的矩阵和上式

三项都反对易，即系统⽆法加⼊额外的质量项。若将上述哈密顿量直和起来进⾏

尝试，我们发现 τ0
⊗

H(k) 仍然⽆法加⼊额外的质量项。事实上，任意多个上述

同质量符号的哈密顿量的直和都不能加⼊额外质量项，因此该系统的拓扑分类

为 Z，对应陈拓扑绝缘体。然⽽两个质量相反的上述哈密顿量直和 τz
⊗

H(k) 却

可以加⼊ τxσ0 形式的额外质量项，这也说明两个对应陈数相反的陈拓扑绝缘体

的叠加可以变为拓扑平庸的绝缘体。

如果⼆维系统中添加了时间反演对称性，那么拓扑分类将发⽣变化。假设

T = −iσyK，则 T 2 = −1。此时满⾜系统对称性的最⼩哈密顿量为：

H(k) = mτyσz + kxτ0σx + kyτ0σy (1.3)

与上述哈密顿量反对易的矩阵只有 τxσz 和 τzσz，但是这两项都会破坏系统的时

间反演对称性。因此⼆维有时间反演对称性的系统不存在额外质量项。或者说⼆

维有时间反演对称性的系统存在拓扑⾮平庸的项，但此拓扑⾮平庸的项在时间

反演被破缺后才可以加⼊额外质量项使系统变平庸。接下来考虑两个最⼩模型

的直和 µ0
⊗

H(k)，我们可以发现此时存在形如 µyτxσz 的项即与哈密顿量反对

易又满⾜系统的对称性。⽽考虑 µz
⊗

H(k) 这种直和⽅式时，又可以加⼊形如

µxτ0σ0 的额外质量项。因此有时间反演对称性的⼆维系统，对应的拓扑分类是

Z2 的受时间反演保护的拓扑绝缘体（Time-reversal protected topological insulator，

TRTI）。

通过上述两个例⼦的分析，我们不难理解狄拉克理论可以应⽤于任何空间

维度、任何对称性系统的拓扑分类分析。Chiu 等⼈在 2014 应⽤此种⽅法在⼗种
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对称类别中得到了和 Kitaev在 2009年使⽤ K-theory⼀致的结果，即拓扑周期表

（也被称为“ten-fold way”）。在表 1.1 中可以看到，⼆维⽆任何对称性系统的拓扑

分类（A类）和⼆维 T 2 = −1（AII类）的拓扑分类和我们上⽂中的分析⼀致，是

Z和 Z2 的。

图 1.1 Ten-fold way 拓扑周期表。第⼀列为拓扑分类标记，共有⼗类。⼆⾄四列分别代表时

间反演对称性、粒⼦-空⽳对称性和⼿征对称性算符平⽅的数值。后⼋列为不同维度的

标记以及不同维度下的拓扑分类。其中 0 代表没有拓扑分类、Z为整数拓扑分类、2Z

为拓扑不变量为偶数的拓扑分类。图⽚摘⾃ (Chiu 等, 2016)。

Figure 1.1 ”Ten-fold” way table. The first column is the topological class, which has a total

number of ten. The second column to the fourth column represents the square value

of time-reversal symmetry, particle-hole symmetry, and chiral symmetry. Last eight

columns represent the topological class for different dimensions and symmetries. ”0”

represents a trivial class, Z represents a integer class, 2Zmeans the topological invariant

must be an even number.

1.1.2 霍尔家族的量⼦化进程

1980 年 Klitzing 等⼈在实验中发现了整数量⼦霍尔效应 (Klitzing 等, 1980)，

这是⼈们发现的最早的具有拓扑序的系统。实验发现外加磁场增⼤到⼀定程度

后，⼆维电⼦⽓的霍尔电导呈现出量⼦化平台的性质，⽽不是随着磁场呈线性

变化。此量⼦霍尔态系统的显著特征是样品内部绝缘，但是样品边缘有⼀维的

⽆耗散的导电通道，且电流⽅向在同⼀边界上只沿同⼀个⽅向传播（⼿征性）

(Hatsugai, 1993)。整数量⼦霍尔效应是⼈们⼀次从经典物理到量⼦量⼦认识的过
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程，对后来拓扑物理学的发展有着启蒙的作⽤，也于 1985 年获得了诺贝尔物理

学奖。

图 1.2 三种拓扑不等价的绝缘态。（a）为普通绝缘体态。（b）为整数量⼦霍尔效应。（c）为

量⼦⾃旋霍尔效应态。图⽚取⾃ (Kane 和 Mele, 2006)。

Figure 1.2 Three different topological insulator states. (a) is a topologically trivial insulator,

(b) is integer quantum Hall effect, (c) is quantum spin Hall effect.

后来物理学家们在不加外磁场的有时间反演对称性的系统中，发现了量⼦

⾃旋霍尔效应（如图 1.2（c）），对应于“ten-fold way”周期表中 AII 类的拓扑分

类。与整数量⼦霍尔效应相同的是，量⼦⾃旋霍尔效应的样品内部也是绝缘的，

但是边缘有两条⾃旋分辨的表⾯态，分别沿着相反的⽅向运动。2005 年在 Kane

和 Mele 对⼆维⽯墨烯体系研究后 (Kane 和 Mele, 2006)，量⼦⾃旋霍尔效应引
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起了物理学家们极⼤的兴趣。⽯墨烯中考虑⾃旋轨道耦合时，体能带会有⼀个

1× 10−6eV的能隙。当费⽶⾯处于这个能隙中时，⽯墨烯的霍尔电导是量⼦化的。

由于时间反演对称性的存在，样品边界上的导电态是⾃旋分辨的，即⾃旋相反

导电态的电⼦运动⽅向也是相反的。但是由于⽯墨烯中⾃旋轨道耦合效应过⼩，

导致实验室很难分辨出体系的能隙，从⽽观察到量⼦⾃旋霍尔效应。因此科学家

们把寻找有量⼦⾃旋霍尔效应性质材料的注意⼒都集中在强⾃旋轨道耦合材料

中，直⾄ 2006 年 Bernevig 等⼈理论预⾔ CdTe − HgTe − CdTe 量⼦阱中因能带

反转⽽导致量⼦⾃旋霍尔效应 (Bernevig等, 2006)，后被德国⼩组于 2007年验证

(König 等, 2007)。

反常霍尔效应⾸先是在铁、钴、镍等磁性材料中发现的，Edwin Hall在 1881

年发现这些材料在没有外加强磁场（有弱外场甚⾄⽆外场）的时候也可以观测到

霍尔效应。由于上述材料都有长程有序的磁序（铁磁序），因此不必外加磁场也

可以观测到霍尔效应，被称为反常霍尔效应。

在 2000 左右，随着⾃旋电⼦学的兴起，⼈们对稀磁半导体的探索推动了对

反常霍尔效应机制的认知。物理学家们发现，反常霍尔效应的出现是与材料中

⾃旋轨道耦合及 Berry phase（贝利相位）有关的。在破坏时间反演对称性的体系

中，如果考虑⾃旋轨道耦合，那么动量空间会有⾮零的 Berry phase 出现：

θ =

∮
Am · dk (1.4)

Am = i < um |∇k |um > (1.5)

其中 θ 是 Berry phase，Am 是 Berry connection（贝利联络），|um >是电⼦波函数。

通过 Stocks 定理可以定义 Berry curvature（贝利通量）Fm = ∇ × Am，从⽽得到

第⼀布⾥渊区中陈数的定义：

nm =
1

2π

∫
Fm · d2k (1.6)

其中 m 是能带指标。通过对陈数和表⾯态的计算，⼈们发现量⼦化电导主要和

陈数相关，陈数的数值对应着边界态的个数。因此⾮零的陈数是材料有量⼦反常

霍尔效应的内禀机制。量⼦反常霍尔效应由于不⽤加外场且边缘有⽆耗散的导

电态⽽受到物理学家们的⼴泛研究。2010 年物理所⽅忠组从第⼀性原理计算上

预⾔磁性掺杂的拓扑绝缘体材料中实验反常霍尔效应，后被薛其坤等⼈在实验

中验证，如图 1.3(Yu 等, 2010; Chang 等, 2013)。
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图 1.3 量⼦反常霍尔效应的实验验证。图⽚取⾃ (Chang 等, 2013)

Figure 1.3 Experimental results for quantum anomalous Hall effect.
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前⾯⼏段讨论的三种拓扑态，整数量⼦霍尔效应、量⼦⾃旋霍尔效应和量⼦

反常霍尔效应从能带上来看体态都是绝缘的，表现出绝缘体的性质。但是都在体

系的边界存在⽆耗散的导电态，表现出⾦属的性质。物理学家们把具有上述性质

的系统统称为拓扑绝缘体（topological insulator），例如 2009年理论预⾔的 Bi2Se3

家族是三维的强拓扑绝缘体 (Zhang 等, 2009)，后被⾓分辨光电⼦能谱（ARPES）

和扫描隧道显微镜（STM）实验验证 (Hsieh 等, 2008)，如图 1.4。

图 1.4 实验上观测到 Bi2Se3 中的狄拉克表⾯态。（a）实验测得 Bi2Se3 中给的表⾯态和体态

数据，（b）ARPES测得 Bi2Se3 表⾯狄拉克点，（c）ARPES测得 Bi2Se3 表⾯态费⽶⾯。

图⽚摘⾃ (Hsieh 等, 2008)。

Figure 1.4 SurfaceDirac cone in Bi2Se3. (a) is the experimental data for bulk states and surface

states in Bi2Se3. (b) is the surface Dirac cone detected by APPES. (c) is the Fermi surface

for the surface Dirac cone detected by APPES.

1.1.3 拓扑晶体绝缘体系统

“ten-fold way”周期表中丰富的拓扑分类并没有让科学家们对拓扑物理的探

索⽌步不前。由于拓扑周期表中对系统的对称性只考虑了时间反演对称性、粒

⼦-空⽳对称性和⼿征对称性，⽽凝聚态中⼀个重要的问题就是研究拥有不同对

称性的固体材料中的物理性质。因此考虑晶体对称性和时间反演对称性系统中

的拓扑分类便成为⼀个⾃然⽽然需要解决的问题。
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图 1.5 拓扑晶体绝缘体模型。(a) 原胞中含有两个原⼦的四⽅晶体，（b）四⽅晶体的布⾥渊

区，（c）四⽅晶体的紧束缚模型能带图，（d）（001）表⾯的表⾯态。图⽚取⾃⽂献 (Fu,

2011)。

Figure 1.5 Tight-binding model for topological crystalline insulator. (a) is the lattice model,

(b) is the Brillouin zone for the Tetragonal lattice, (c) is the bulk band dispersion, (d) is

the surface states along (001) direction.
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晶体中对称性分类在上个世纪已经完成，这其中包括七⼤晶系、32 种点群

和 230 种空间群。晶体中原⼦位置的不同会让晶体拥有丰富的对称操作。2011

年傅亮提出在晶体中可以⽤点群加时间反演来对其进⾏拓扑分类 (Fu, 2011)。如

图 1.5 中是⼀个简单的四⽅晶系，原胞中只有 A、B 两个不等价的原⼦，因此该

晶体只有 C4 旋转对称性。考虑 A、B 原⼦上各有两个 px、py 轨道，则不考虑⾃

旋轨道耦合的体系紧束缚模型哈密顿量可以写为：

H =
∑
n

HA
n + HB

n + HAB
n (1.7)

Ha
n =

∑
i, j

ta(ri − rj)
∑
α,β

c†aα(ri, n)ei jα ei jβ caβ(rj, n) (1.8)

HAB
n =

∑
i, j

t ′(ri − rj)[
∑
α

c†Aα(ri, n)cBα(rj, n) + H.c.]

= t ′z
∑
i

∑
α

)c†Aα(ri, n)cBα(ri, n + 1) + H.c.]
(1.9)

将哈密顿量傅⾥叶变换后，可以得到倒空间的能带图。如图 1.5，可以观察到

布⾥渊区所有 C4 不变的 k 点能带都是⼆重简并的，例如 Γ(0, 0, 0)，M(π, π, 0)，

A(π, π, π)，Z(0, 0, π)。因为此时体系没有考虑⾃旋轨道耦合，因此时间反演算符

满⾜ T 2 = 1。但是时间反演对称性加上 C4 旋转对称性有 (TC4)
2 = −1，这个

新的算符类似于⾃旋轨道耦合的系统中的时间反演算符，会在布⾥渊区有类似

Kramer 定理保护的“Kramer pair”简并。图 1.5 中所⽰为该模型在（001）表⾯的

表⾯态计算，我们可以看到在 M̄ 点有个呈⼆次型⾊散的表⾯态，受时间反演对

称性和 C4 旋转对称性联合保护。对于拓扑晶体绝缘体此类新型的拓扑态，我们

下⽂将会介绍刻画其拓扑性质的拓扑不变量。

⾃从拓扑晶体绝缘体概念和模型被提出后，傅亮等⼈很快找到了有对应拓

扑性质的材料 SnTe(Hsieh 等, 2012)。如图 1.6 是具有岩盐结构的 SnTe，能带计

算结果显⽰它在布⾥渊区的 L 点有反带结构。SnTe 除了有 C4 加 T 保护的拓扑

态，还有镜⾯对称性加 T 保护的新的拓扑态，两种拓扑态都对应拓扑晶体绝缘

体态。在下⾯的⼩节中我会详细的对这些拓扑晶体绝缘体态进⾏介绍和分析。在

傅亮等⼈的预⾔之后，Tanaka 等⼈很快便在实验上观测到了该体系拓扑晶体绝

缘体对应的全新的表⾯态，从⽽验证了理论预测的正确性。

除了上⽂提到的 C4 旋转对称性、镜⾯对称性联合时间反演对称性可以保

护拓扑晶体绝缘体态之外，其他的空间群操作也可以联合时间反演对称性来产

⽣新的拓扑晶体绝缘体态。例如我们最熟知的弱拓扑绝缘体（weak topological
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图 1.6 拓扑晶体绝缘体 SnTe。（a-b）分别为 SnTe和 PbTe的体能带图，（c）为 SnTe和 PbTe

体系能隙⼤⼩随着晶格常数的变化，（d）为 SnTe在（110）表⾯的表⾯态，（e）为 SnTe

在（110）表⾯的狄拉克点位置。图⽚取⾃ (Hsieh 等, 2012)。

Figure 1.6 Topological crystalline insulator SnTe. (a-b) are the bulk dispersions for SnTe and

PbTe, (c) is the change of band gapwith different lattice constants, (d) is the surface states

for SnTe along (110) direction, (e) is the surface Dirac cone on the (110) surface.

11
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图 1.7 拓扑晶体绝缘体家族。（a-b）分别为空间反演对称性、S4 对称性加时间反演对称性保

护的⼀维表⾯态，（c-e）为 C2、C4、C6 旋转对称性加时间反演对称性保护的⼀维和⼆

维的表⾯态，（f）为镜⾯对称性和时间反演对称性保护的⼆维表⾯态，（g）为晶体平移

对称性加时间反演对称性保护的⼆维表⾯态，（h-j）为 C ′
2、C ′

4、C ′
6 螺旋旋转操作和时

间反演对称性保护的⼀维表⾯态，（k）为镜⾯滑移操作和时间反演对称性保护的⼆维

表⾯态。图⽚取⾃ (Song 等, 2018b)。

Figure 1.7 Topological crystalline insulator families with time-reversal symmetry. (a-b) are

topological crystalline insulators having one-dimension hinge states protected by inver-

sion symmetry and S4 symmetry respectively, (c-e) are topological crystalline insulators

having both one-dimension and two-dimension surface states protected byC2,C4, andC6

rotation symmetry. (f) is topological crystalline insulator having two-dimension surface

states protected by mirror symmetry. (g) is the topological crystalline insulator having

two-dimension surface states protected by translation symmetry. (h-j) are topological

crystalline insulator having one-dimension hinge states protected byC ′
2,C ′

4, andC ′
6 screw

rotation symmetry. (k) is topological crystalline insulator having hourglass-like surface

states protected by glide mirror symmetry.

12
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insulator）就是晶体平移对称性加时间反演对称性保护的拓扑态。其他的拓扑晶

体绝缘体态如图 1.7，包括 C2、C4、C6 旋转对称性及对应的螺旋操作加 T 保护

的拓扑态，镜⾯对称性、滑移镜⾯对称性加 T 保护的拓扑态，空间反演对称性、

S4 对称性加 T 保护的拓扑态 (Song 等, 2018b)。

1.1.4 体-表对应关系

上⽂中提到不管是拓扑绝缘体还是拓扑晶体绝缘体，在与呈绝缘态的真空

接触时，都具有⾮平庸的异于原⼦绝缘体的表⾯态。事实上 2016年 Chiu等⼈就

提出了能证明上述结论的观点，即把两个拓扑不等价的材料接触在⼀起，则材料

相接触的界⾯上会存在受拓扑保护的⽆耗散的导电态。如果把有费平庸拓扑态

的材料和呈绝缘态的真空接触，且接触⾯上保护该拓扑态的对称性没有被破坏，

那么在接触⾯上的拓扑表⾯态和体态是⼀⼀对应的 (Chiu 等, 2016)。我们下⾯以

时间反演对称性保护的拓扑绝缘体态为例，⽤体态模型来导出对应的拓扑边界

态。设空间 x > 0 和 x < 0 的地⽅具有相反的质量（假设 x > 0 的区域质量为正），

那么根据前⽂中对最⼩模型的分析，这两个区域应该具有不同的拓扑数 Z2。体

系哈密顿量为：

H = M(x)τyσz − i∂xτ0σx + kyτ0σy (1.10)

M(x) =


m, x > 0

−m, x < 0

因为此时我们想求解的对象是边界态，所以可以设形如 ψ(x) = 1
C

u · exp(−|λx |)
的边界态的解。其中 u 是 4 × 1 的旋量。将此解带⼊哈密顿量⽅程中，可以得到

两个简并的⽆能隙表⾯态：

λ1 = m, u1 =
1

2
[1,−i,−i,−1]T (1.11)

λ2 = m, u2 =
1

2
[1, i, i,−1]T (1.12)

（1.10）中最后⼀项 kyτ0σy 可以看作微扰项，从⽽得到界⾯上有效的⽆能隙表⾯

态的哈密顿量为：

He f f = kyσz (1.13)

观察上式可以很容易看出，当 ky = 0 时，两个表⾯态的能级是简并的，受时间

反演对称性保护（Kramer 定理），因此任何不破坏时间反演对称性的微扰都不

能破坏此简并。这个⼆维系统在 x = 0 的交界处会存在⼀个⽆能隙的⼀维表⾯
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态激发，也被称作螺旋态（helical state）。对于受时间反演对称性保护的拓扑绝

缘体（TRTI）来说，其表⾯态和体态拓扑的性质是⼀⼀对应的，因此 TRTI 的

表⾯态也可以从 Z2 的⾓度来理：如果我们把两个螺旋态直和起来，则可以在

He f f = kyµ0σy 中加⼊反对易的质量项 m̃µyσz 来打开表⾯态的能隙。

对于陈拓扑绝缘体，也就是没有时间反演对称性的体系，有效哈密顿量可以

写成如下简单的模式：

He f f = k (1.14)

这种表⾯态被称作⼿性态（chiral state）(Hatsugai, 1993)。此时即使多个符号相同

的最⼩模型直和为 kIN，表⾯态也不会打开能隙。但是如果两个符号相反的最⼩

模型直和，则会得到⼀个交叉点 kσz，从⽽被质量项 σx 打开能隙。陈拓扑绝缘

体的表⾯态表现出了跟其体态相同的拓扑分类性质，即都是 Z的拓扑分类。

1.2 拓扑不变量

在上⼀节中，我们介绍了不同空间维度、对称性的系统可以有不同的拓扑分

类，并且拓扑⾮平庸的体系会有相对应的拓扑保护的⽆能隙的表⾯态。但是对于

⼀个给定的材料或模型，如何快速、准确的的判断其拓扑仍然是物理学家们需要

解决的⼀个问题。在本节中，我将重点介绍解决这⼀问题的有效⼯具，即拓扑不

变量。

1.2.1 电极化和 Berry相位

拓扑物态研究过程中经常⽤到 Berry相位这⼀概念，但是它并不是拓扑不变

量。Berry 相位之所以在拓扑能带论的研究中频繁地出现，是物理学家们在研究

电极化的过程中引⼊的 (Resta, 1992; Vanderbilt 和 King-Smith, 1993; King-Smith

和 Vanderbilt, 1993; Resta, 1994)。在经典电磁学中，电介质中正负离⼦实会随着

电场的加⼊⽽产⽣相对位移，因⽽产⽣电偶极⼦的现象被称为 电极化（electric

polarization）。这⾥的电场可以是施加的外电场，也可以是电介质内部⾃由电荷

所产⽣的。长期以来，因为⽆限⼤系统中极化⽮量的⼤⼩取决于对原胞的选取，

因此固体中电极化的定义⼀直都是⼀个问题。例如，⼀维系统中有分别带正电

和负电的两个离⼦ A、B 分别处于整数位置和半整数的位置。如果原胞的选取为

0 到 1，则此原胞内电极化的⽅向是沿着负⽅向的。但是如果原胞的选取为 1
2
到

3
2
，则此时电极化的⽅向又会沿着正⽅向。此类依赖规范选取的物理量是⽆法被

实验观测的，但是电极化的改变量却是不依赖规范选取是可以被测量的。
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为了证明上⾯提到的结论，我们在⼀维绝缘体系统中来做验证。设⼀维电⼦

系统波函数为 ψnkt(r) = eikxunkt(t)。其中 t 是某时刻的外参量，例如应⼒、外电

场等。如果外参量变换⾜够缓慢，则我们可以认为系统的波函数是绝热地演化

的。则 t 时刻长度为 a 的原胞的电荷中⼼定义可以写为：

Pt =
1

a

∫
dxρ(x)x =

1

a

∫
dx

∑
k

|ψnkt(x)|2 (1.15)

Pt 是归⼀化⽆量纲的，但是此定义同样会⾯对和经典系统电极化定义⼀样的困

难。因为 ρ(x)是周期的，所以对 x 的平均失去了意义，⽽有意义的是⼀个周期中

的平均位置。为了得到这个有意义的定义，Vanderbilt 在 1997 年引⼊了 Wannier

函数来对⼀个周期中的位置平均进⾏定义 (Marzari 和 Vanderbilt, 1997; Marzari

等, 2012)：

ant(x − R) =
1
√

N

∑
k

e−ikRψnkt(x) (1.16)

其中 N是体系原胞数⽬。Wannier函数是布洛赫函数的⼳正变换，可以理解为实

空间的局域轨道，因此他们产⽣的密度是相同的。利⽤ Wannier 函数的局域性，

我们可以把第 0 个原胞上的 Wannier 函数的中⼼当作极化量：

Pt =
1

a

∫
dx |ant(x − R)|2x

=
1

aN

∑
nkk′

∫
dxψ∗

nk′t(x)xψnkt(x)

=
1

2π

∑
n

∫ 2π

0

dkAt
n(k, t)

(1.17)

其中 At
n(k, t) = i < unkt |∂k |unkt > 被称作贝利联络（Berry connection）。因为当布

洛赫波函数规范变化时 ψnkt(x) → eikψnkt(x)，Pt → Pt − 1，所以此时 Pt 仍然是

依赖规范的。上⽂提到 Pt 的变化是不随规范变换的，那么我们来看⼀下 δt 时间

内 Pt 的变化：

Pt+δt − Pt =
1

2π

∑
n

∫
dk(Ak

n(k, t + δt) − Ak
n(k, t))

=
1

2π

∑
n

∮
dξ · An(ξ)

(1.18)

An(ξ) 是⼆维参数空间 ξ = (k, t) 的贝利联络，上式对应的环路积分路径为

(0, t) → (0, t + δt) → (2π, t + δt) → (2π, 0) → (0, t)。利⽤斯托克斯定理，环

路积分可以转变成⾯积分：

Pt+δt − Pt =
1

2π

∑
n

∫ t+δt

t

dt
∫ 2π

0

dkΩn(ξ) (1.19)
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其中 Ωn(ξ) = i[< ∂tunξ |∂kunξ > − < ∂kunξ |∂tunξ >] 是贝利曲率（Berry curvature）。

容易证明贝利曲率是 U(1) 规范不变的，不会随着布洛赫波函数规范的不同⽽发

⽣变化。因此极化量的改变量是⼀个规范不变的，是可以被实验所测量到的物理

量。

1.2.2 TKNN不变量

继 1980年量⼦霍尔效应发现后，为了科学地区分拓扑态和平庸态，Thouless、

Kohmoto、Nightingale和 Nijis在 1982年提出了 TKNN拓扑不变量来判断体系的

拓扑，也就是我们熟悉的陈数（Chern number）(Hatsugai, 1993)。陈数的取值是

分⽴的整数，对应霍尔电导 e2

h
的倍数，这个量直接解释了量⼦化电导的本质是

源于拓扑。对于⼆维拓扑绝缘体，在匀强电场下绝热演化的过程中是保持平移

对称性的。假设电场是沿着 +x ⽅向，则经过⼀个周期 h
eEx

后所有的波⽮都会沿

着-x ⽅向平移⼀个布⾥渊区又回到⾃⼰。此时若研究电⼦从 kx = 0 到 kx = −2π

时，实空间 y ⽅向的电荷中⼼是如何运动的，可以写出 y ⽅向电极化变化量：

Pkx=−2π − Pkx=0 = −
∑

n∈occu

1

2π

∫
BZ

d2kΩn(k) (1.20)

每经过⼀个时间周期，电⼦变会在 y ⽅向上改变距离 Pkx=−2π − Pkx=0。因此可以

计算 y ⽅向上的电流⼤⼩：

Jy = −e2Ex

h
(Pkx=−2π − Pkx=0) (1.21)

霍尔电导为：

σH =
e2

h
(Pkx=0 − Pkx=−2π) (1.22)

因为 Pkx=0 = Pkx=−2π mod 1，所以 Pkx=0 − Pkx=−2π 是整数。这也就证明了⼆维绝

缘体系统的霍尔电导是 e2

h
的整数倍，且这个整数是拓扑 TKNN 不变量。

1.2.3 时间反演保护的 Z2不变量

在有时间反演对称性保护的体系，因为电场在时间反演算符下不变，但是电

流⽅向要反号。因此从霍尔电流表达式 jy = σyxEx 可以看出，此时霍尔电导是严

格等于 0 的。因此此时体系的拓扑性质不再能⽤ TKNN 拓扑不变量来判断，需

要发展新的拓扑不变量来表征有时间反演对称性系统的拓扑性质。2005 年 Kane

和 Mele 最早提出了⽤波函数 sewing matrix 的 Pfaffian ⽅法来定义有时间反演对

称性系统的拓扑不变量 Z2(Kane 和 Mele, 2005)，后 Fu 和 Kane 又提出⼀种基于

时间反演极化的定义 (Fu 和 Kane, 2006)。
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设时间反演算符 T 对应的在布洛赫函数下的表⽰矩阵（sewing matrix）有以

下形式：

ωαβ(k) =< uα,−k |T |uβ,k > (1.23)

其中 α、β 是能带指标。sewing matrix 顾名思义，联系着 |uα,−k > 和 |uβ,k > 两个

波函数，且满⾜ ωβα(k) = −ωαβ(k)。这也意味着在时间反演不变点（time-reversal

invariant momentum, TRIM），sewing matrix的时间反演算符的表⽰矩阵是⼳正矩

阵。然⽽对于⼀个⼳正矩阵，我们在数学上可以定义 Pfaffian（Pf）：

δα =
P f [ω(Γα)]√
(Det[ω(Γα)])

(1.24)

Pfaffian 的平⽅是其原来矩阵的⾏列式，因此有 δα = ±1。最终有时间反演对称

性体系的拓扑数 Z2 就可以定义为：

(−1)ν =
4∏

α=1

δα (1.25)

Z2 = ν mod 2 (1.26)

按照上述定义，我们可以把这个拓扑不变量推⼴到三维系统。对于三维系统，我

们需要⽤到四个独⽴的 Z2 数，记为 (ν0; ν1ν2ν3)。第⼀个变量为强拓扑指标，后

三个为弱拓扑指标，由 ki = 0/π, i = 1, 2, 3 平⾯内时间反演不变点的波函数来计

算。虽然（1.25）形式简洁，但是真实的计算过程却不然。Fu 和 Kane 指出，当

体系还同时具有中⼼反演对称性时，Z2 的计算会⼤⼤简化，即只需要时间反演

不变点上占据态波函数的宇称值（parity）便可判断体系的拓扑。

1.2.4 拓扑晶体绝缘体不变量

上⽂中我们提到了 SnTe中存在 C4(Fu, 2011)、mirror对称性加时间反演对称

性保护的拓扑晶体绝缘体态（TCI）(Hsieh 等, 2012)。这个 TCI 态是布⾥渊区中

L 点的反带造成的。但是对于 #225空间群来说，布⾥渊区中有四个等价的 L 点。

如果此时还⽤上节中提到的 Z2 拓扑不变量公式来判断体系的拓扑的话，会得到

⼀个平庸的绝缘体。因此我们需要寻找新的拓扑不变量来描述 SnTe 中 TCI 的拓

扑。

我们先考虑简单的情况，假设有⼀个与镜⾯ M 重合的⼆维系统有时间反演

对称性，则此时可以对系统定义镜⾯陈数。如果考虑⾃旋轨道耦合，则有镜⾯算

符满⾜关系 M2 = −1，镜⾯算符对应的本征值为 ±i。由于整个⼆维系统都有镜

⾯对称性，因此有对易关系：[H(k), M] = 0。利⽤这个对易关系，我们可以把系
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统哈密顿量按照镜⾯算符本征值 ±i 写成块对⾓的形式，然后分别计算 ±i 对应⼦

系统中的陈数 C(±i)。它们的差便是系统的镜⾯陈数：

Cm =
C(i) − C(−i)

2
(1.27)

对于有时间反演对称性的系统，虽然 Z2 = 0，但是 CM 的值却可以是⾮零的。对

于 CM , 0 的系统，我们称之为镜⾯拓扑晶体绝缘体（mirror TCI）。时间反演加

镜⾯保护的 TCI 最⼩哈密顿量形式与⼆维陈拓扑绝缘体的形式相同，镜⾯算符

定义可以写为 M = iτy。同样与陈拓扑绝缘体类似，当任意多个质量同号的哈密

顿量直和时，我们⽆法加⼊让⽆能隙的表⾯态打开能隙的质量项。但是如果把质

量符号相反的两个模型直和，则可以加⼊额外的质量项。这说明mirror TCI也是

Z拓扑分类的。

如果推⼴到三维系统，因为布⾥渊区中⾄少有⼀个 k 平⾯是有镜⾯对称性

的，因此我们可以类⽐⼆维系统在此平⾯上进⾏镜⾯陈数的定义。设有三维系统

Mz = iτy，T = iσyK，则 mirror TCI 最⼩模型为：

H(k) = mτyσz + kxτ0σx + kyτ0σy + kzτxσz (1.28)

对应实空间 yz 表⾯的有效哈密顿量为:

He f f = kyσz + kzσx (1.29)

可以看出，此时三维 mirror TCI 对应的表⾯态不再是⼀维螺旋态，⽽是⼆维的

Dirac 锥。

SnTe 是⾸个被理论预⾔的 mirror TCI，后来很快被验证 (Hsieh 等, 2012)。

其他种类的 TCI 还有弱拓扑绝缘体：ZrSiO 家族 (Xu 等, 2015a)；hourglass TCI：

KHgSb(Wang 等, 2016)；C2 旋转保护的 TCI：Bi4I4 和 Bi4Br4(Liu 等, 2016)。

1.3 ⽆能隙系统的拓扑分类

按照电⼦结构的不同，可以将固体分为绝缘体体系和⾦属体系。拓扑的概念

不仅可以应⽤在绝缘体系统中，也可以应⽤到⾦属系统，后者我们称之为拓扑半

⾦属。拓扑半⾦属区别于普通⾦属的地⽅在于体态中有拓扑保护的能带交叉点，

通常这些能带交叉点都在费⽶⾯附近，且在体系界⾯有⽆能耗的导电态。由于此

类材料的费⽶⾯都⾮常⼩甚⾄收缩为零，因此我们称之为拓扑半⾦属（topological

semimetal），其显著的物理特征是⾼电⼦迁移率以及新奇的磁响应。和拓扑（晶

18



第 1 章 前⾔

体）绝缘体类似，拓扑半⾦属也可以进⾏拓扑分类。但是区别是，拓扑（晶体）

绝缘体的拓扑不变量是⽤占据态波函数在闭合的布⾥渊区进⾏定义，拓扑半⾦

属的拓扑不变量是⽤包裹着能带交叉点的闭合流形上的波函数定义的。在此⼩

节中，我将对⼴为⼈知的⼏类拓扑半⾦属进⾏简要介绍。

1.3.1 外尔半⾦属

外尔费⽶⼦是三维空间中⽆质量的⼀种费⽶⼦，其哈密顿量为 H = vFk · σ。

vF 是费⽶速度，其符号反映了外尔费⽶⼦的⼿性。外尔半⾦属（Weyl semimetal）

(Wan 等, 2011) 是低能激发谱中包含外尔费⽶⼦的系统，它具有显著的物理特征

是拥有负磁阻效应。外尔费⽶⼦的⼿性还可以⽤拓扑不变量来判断，即在外尔点

附近取⼀个封闭曲⾯（通常为费⽶⾯），在这⼀封闭曲⾯上可以定义陈数：

C =
1

2π

∮
FS

d2k · Ω(k) (1.30)

外尔点附近贝利曲率的分布呈磁单极⼦的模样（Ω(k) ∼ k
k3

），陈数为 ±1 且符号

与⼿性⼀致。在上式定义下，我们可以发现所有的外尔点都是带陈数的，因此它

们都是受拓扑保护的。除⾮两个⼿性相反的外尔点相遇，否则我们⽆法通过外加

扰动来消灭外尔点。虽然外尔点的出现不需要任何对称性，但是当体系具有额外

的晶体对称性时，就会出现双外尔点（double-Weyl points）(Zhang等, 2018)或陈

数更⾼的外尔点。例如当体系有 C4 对称性时，双外尔点的有效模型可以写成：

H = kzσz + (kx − ky)
2σx + kxkyσy (1.31)

此时外尔点的陈数是 ±2。⽆论是⼀般的外尔点还是双外尔点，对应的外尔半⾦

属都有着⾮常丰富的可观测现象。例如在表⾯上有不连续的费⽶⾯，被称作费

⽶弧（Fermi arc）。在 2015 年，物理所团队成功理论语⾔且 ARPES 实验证实了

TaAs 家族中外尔费⽶⼦的存在 (Weng等, 2015; Lv等, 2015)，如图 1.8 和 1.9，这

⼀结果⼏乎在同⼀时间也被普林斯顿团队证实 (Xu 等, 2015b)。外尔半⾦属的发

现不仅为拓扑物理学的研究提供了新的⽅向，还为解释材料中负磁阻、弱反局域

化等现象提供了新的思路。

1.3.2 狄拉克半⾦属

与外尔半⾦属类似，狄拉克半⾦属的导带和价带在三维布⾥渊区只有⼀些

孤⽴的交叉点，且能带在这些交叉点附近呈现线性⾊散。但是与外尔半⾦属不

同的是，固体中的狄拉克费⽶⼦是需要晶体对称性保护的。在⼆维情况下，有
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图 1.8 理论预⾔ TaAs 为Weyl半⾦属。（a）为 TaAs 沿着（001）表⾯的表⾯态，（b）为 TaAs

在（001）⽅向 0.05eV处的费⽶⾯，（c）为 TaAs 在（100）⽅向的表⾯态，（d）为 TaAs

在（100）⽅向 0.0eV 处的费⽶⾯。图⽚取⾃ (Weng 等, 2015)。

Figure 1.8 Theoretical prediction forWeyl semimetalTaAs. (a) is the surface states along (001)

direction. (b) is the Fermi surface at 0.05eV along (001) direction. (c) is the surface states

along (100) direction. (d) is the Fermi surface at 0.0eV along (100) direction.
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图 1.9 实验验证 TaAs 为Weyl半⾦属。（a-f）为 TaAs 在（001）⽅向的费⽶⾯，我们可以很

清楚的看到费⽶弧从⼿性为正的外尔点出来连接到⼿性为负的外尔点，（g-m）为实验

探测 TaAs 的表⾯态。图⽚取⾃ (Lv 等, 2015)。

Figure 1.9 Experimental data forWeyl semimetalTaAs. (a-f) are the Fermi surface along (001)

direction. (g-m) are the surface states for TaAs.

SU(2) 对称性的⽯墨烯体系就是狄拉克半⾦属。⽯墨烯中的每个交叉点都在费⽶

能附近，可以⽤有效哈密顿量 H = v(kxσx + kyσy) 来描述。但是狄拉克点不像

外尔点⼀样稳定，可以通过加⼊ σz 的微扰来使交叉点打开能隙。例如⽯墨烯中

如果考虑了⾃旋轨道耦合变会打开能隙。三维情况时，狄拉克点的有效哈密顿量

为：

H(k) =

k · σ 0

0 −k · σ

 (1.32)

每个狄拉克点都是由正负相反的两个外尔点组成的，这⼀般需要时间反演

对称性和空间反演对称性的保护。时间反演使得 E↑(k) = E↓(−k)，空间反演使得

E↑(k) = E↑(−k)，所以晶体中的能带处处⼆重简并。但是若想得到四重简并的狄

拉克点，还需要⼀些额外的（螺旋）旋转对称性。2014 年 Yang 和 Nagaosa 等⼈

证明，当旋转操作和空间反演对易时，可以是 3度、4度或者 6度（螺旋）旋转操

作；但当旋转操作和空间反演反对易时，可以是 2度、3度、4度或者 6度旋转操

作。前者中的狄拉克点是由反带造成的，例如著名的狄拉克半⾦属 Na3Bi(Wang

等, 2012; Liu等, 2014)和 Cd3As2(Wang等, 2013)。后者空间反演和旋转操作的反

对易来⾃于⾮简单空间群（nonsymmorphic space group）在布⾥渊区边界上的投
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影表⽰，因此布⾥渊区中只有某个 TRIM 点上会存在狄拉克点，例如 BiO2。

由于狄拉克点需要对称性的保护，因此当我们破坏系统的某些对称性时，狄

拉克点会跟着消失。例如 Na3Bi 中狄拉克点的有效模型为四带模型：

H(k) =

©­­­­­­­«

M(k) Ak+ 0 Bkzk2
−

Ak− −M(k) Bkzk2
− 0

0 Bkzk2
+ M(k) −Ak−

Bkzk2
+ 0 −Ak+ −M(k)

ª®®®®®®®¬
(1.33)

k+ = kx + iky，k− = kx − iky，M(k) = M0 − M1k2
z − M2(k2

x + k2
y)。当 M0M1 < 0 时，

Na3Bi 在布⾥渊区中 kx = 0、ky = 0 且 kz = ±
√
(M0/M1) 处存在两个狄拉克点。

此模型的拓扑不变量可以在 kz = 0 这⼀闭合的曲⾯上定义，对应 TRTI 的 Z2 拓

扑不变量。因此当 Na3Bi 是狄拉克半⾦属时，其布⾥渊区中 kz = 0 平⾯是⼀个

⼆维的拓扑绝缘体，如图 1.10。当破坏系统 C3 旋转操作时，组成狄拉克点的两

个外尔点之间会出现质量相，打开能隙后的狄拉克半⾦属会发⽣拓扑相变变为

拓扑绝缘体。当 TP 破坏时，组成狄拉克点的两个外尔点会劈裂开来，狄拉克半

⾦属也会发⽣拓扑相变形成外尔半⾦属。因此狄拉克半⾦属可以通过调节对称

性来得到其他不同的拓扑态，是理想的调节拓扑相变的拓扑半⾦属材料。

1.3.3 节线半⾦属

节线半⾦属根据导带和价带在布⾥渊区形成交叉点的形状不同，又分为

nodal line semimetal 和 nodal ring semimetal。这种线形的能带交叉与外尔半⾦

属、狄拉克半⾦属的点状交叉不同，在三维布⾥渊区中的有效模型可以写为：

H(k) = d0(k)σ0 + d1(k)σx + d2(k)σy + d3(k)σz (1.34)

当 d0 = d1 = d2 = d3 = 0 时可以求解⽆能隙的交叉点。此三维空间有三个⾃由

度，对应的约束⽅程也有三个，所以只能得到⼀个确切的解。然⽽系统还具有时

间反演对称性与空间反演对称性，因此 di, i = 0, 1, 2, 3 中的某个已经被限制为 0，

约束条件也相应的减少到两个。最后两个⽅程三个⾃由度，我们可以得到⼀组⼀

维的解，这组解对应节线半⾦属的能带交叉点。

2015年 Kim和 Yu前后讨论了在有 SU(2)对称性、时间反演对称性（T）和

空间反演对称性（P）体系中的 nodal line semimetal，并分别预⾔了 Cu3N(Kim等,

2015) 和 Cu3PdN(Yu 等, 2015) 为节线半⾦属材料，如图 1.11。Kim 在此基础上

还证明了有 PT 对称性的体系中，nodal line 的拓扑不变量是 Z2 的 Berry phase，
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图 1.10 狄拉克半⾦属 Na3Bi 中的表⾯态。（a-b）分别为 Na3Bi 在（001）和（010）表⾯的

投影态密度，我们可以清楚的看到狄拉克点对应的表⾯态在表⾯布⾥渊区中点有能带

交叉（Kramer 简并），（c）为 Na3Bi 在（010）表⾯的费⽶⾯和⾃旋分布，（d）为加

⼊⾃旋劈裂场后导致的狄拉克点的劈裂。图⽚取⾃ (Wang 等, 2012)。

Figure 1.10 Surface states for Dirac semimetal Na3Bi. (a-b) is the density of states for Na3Bi

along (001) and (010) direciton. (c) is the spin texture for Na3Bi along (010) direction.

(d) is the splitting of Dirac point after considering external field.
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图 1.11 Cu3PdN 中的 node-line 能带交叉分布。（a）为 Cu3PdN 的晶体结构，（b）为布⾥渊

区中 Cu3PdN 的 node-line 能带交叉点分布。图⽚取⾃ (Yu 等, 2015)。

Figure 1.11 Nodal line semimetal for Cu3PdN . (a) is the crystal structure for Cu3PdN , (b) is

the Brillouin zone and node-line band crossings for Cu3PdN .

只能等于 0或者 π。同年 Fang在此基础上做了进⼀步研究 (Fang等, 2015)，发现

有 PT 对称性的体系中，存了两个 Z2 拓扑不变量，分别对应波函数的⼀阶和⼆

阶同伦群。其中⼀阶同伦群对应的 Z2 就是 Kim 之前提出的对应⼀个 nodal line

的 Berry phase。⼆阶同伦群的 Z2 是定义在半个布⾥渊区表⾯的另外⼀个不变量，

被称作拓扑荷。如果 nodal line 的拓扑荷不为 0，则此 nodal line 是不能缩⼩⾄消

失的，除⾮两个拓扑荷相反的 nodal line 相遇才可消失，如图 1.12。
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图 1.12 两种 node-line 拓扑半⾦属。（a）对于第⼀种 node-line 半⾦属的拓扑不变量定义为

环绕 node-line 的贝利相位，当第⼀种 node-line 收缩成⼀个点时会发⽣拓扑相变，如

（c）。（b）为第⼆种 node-line半⾦属，其拓扑不变量定义在包裹这个 node-line的球⾯

上，且当其收缩为⼀个点时不会消失和发⽣拓扑相变。图⽚取⾃ (Fang 等, 2015)。

Figure 1.12 Two kinds of node-line semimetal. (a) is the first kind of node-line semimetal,

whose topological invariant is defined by the Berry phase along a closed loop, will have

a topological phase transition when the nodal line shrink to a point. (b) is the second

kind of nodal line semimetal, whose topological invariant is defined on a closed sphere

wrapping the nodal line, will not have a topological phase transition when the nodal line

shrink to a point.
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1.4 拓扑材料的判断⽅法

虽然拓扑能带论是建⽴在单粒⼦近似的框架下的，拓扑能带论加第⼀性原

理计算已经成功预⾔了许多拓扑材料，包括拓扑绝缘体、拓扑晶体绝缘体、外尔

半⾦属、狄拉克半⾦属、节线半⾦属。但是若想把某个特定材料所有可能的拓扑

态从第⼀性原理计算出来却并⾮易事。例如⼀个材料可能的拓扑态有拓扑绝缘

体态和多种空间群操作加时间反演对称性对应的拓扑晶体绝缘体态，除⾮每类

拓扑态都进⾏计算验证，否则我们⽆法确定体系中的拓扑费平庸的态有哪些。然

⽽对每类拓扑态的计算并⾮易事，为了解决这个问题，普林斯顿 Bernevig 研究

组、东京⼤学 Watanabe 研究组和中科院物理所⽅⾠所在研究组在过去的两年中

分别做出了重要的贡献。2017年 Bernevig和Watanabe所在的两个研究组将空间

群中拓扑分类问题⽤⾮常简单的数学⼯具解决了，他们指出⼀个体系拓扑与否

是可以通过能带的本征值进⾏判断，Watanabe 组还将 230 种空间群的拓扑指标

做了出来。后来Watanabe和 Fang两个研究组又进⼀步的对空间群的拓扑指标进

⾏了阐释，并给出了布⾥渊区⾼对称点上的能带表⽰和拓扑指标的关系。这⼀系

列⼯作的完成，⼤⼤简化了判断材料中所有拓扑态的计算成本，使得⾃动化、⾼

通量判断材料拓扑变得可能。

1.4.1 拓扑量⼦化学和对称性指标理论

我们在上⽂中提到过拓扑不等价的概念，即两个态不能绝热地、不破坏系

统对称性地变换到彼此。那么如何⽤简单的数学公式对拓扑不等价进⾏判断呢？

早在 2007 年 Fu 和 Kane 等⼈就提出了判断体系拓扑不等价和是否 Z2 拓扑绝缘

体的数学⽅法，即 Fu-Kane 公式。如果⼀个体系具有空间反演对称性，那么只

需要布⾥渊区⼏个⾼对称点上波函数的宇称值（空间反演算符的本征值），带⼊

Fu-Kane 公式，就可以知道体系是否是拓扑绝缘体。Fu-Kane 公式之所以在拓扑

材料领域影响巨⼤、简单好⽤，是因为它把体系的拓扑信息“压缩”到布⾥渊区

⾼对称点的对称数据当中。Bernevig 和 Watanabe 受 Fu-Kane 公式启发，同时在

2017 年意识到，体系的拓扑是跟能带的反转有关系的，因此研究拓扑分类实际

上就是布⾥渊区能带的研究 (Po 等, 2017; Bradlyn 等, 2017)。对⼀个布⾥渊区中

能带的完整刻画应该是将每个 k 点的能量本征值都描述出来，但是因为布⾥渊

区的⾼对称点是⾮⾼对称点的母群，能带在⾼对称点拥有更⾼的简并。因此为了

简化问题，可以忽略能带在各个 k点间的连接，⽤⾼对称点上的不可约表⽰来描

述⼀个不充分的 能带空间，每个空间群对应的有能隙的（指在⾼对称点和⾼对

26



第 1 章 前⾔

称线上是全部开能隙的）能带空间都构成⼀个群 {BS}。原⼦绝缘体在倒空间⾼

对称点上的对称数据也构成⼀个能带空间，对应的群 {AI} 是 {BS} 群的不变⼦

群。Bernevig指出，如果⼀个材料的对称数据不能⽤ {AI} 的基⽮展开，则这个材

料是拓扑的。Watanabe 则发现，空间群在考虑和不考虑⾃旋轨道耦合的情况下，
{BS }
{AI } 对应的商群都同构于⼀系列的加法交换群（阿贝尔群）(Po 等, 2017)，但他

们的⼯作中并没解释这些阿贝尔群对应的物理含义。我们研究⼩组在 Watanabe

的⼯作之上，解释了⾮平庸阿贝尔群的物理含义以及具体公式。接下来我将以只

有空间反演对称性的⼆维系统为例，来讲解Watanabe对空间群拓扑分类的⼯作。

⼆维空间中的空间反演不变点有四个，我们分别定义为 Γ(0, 0)、X(π, 0)、

Y(0, π)、M(π, π)。因为空间反演算符的本征值有两种可能性 ±1，因此该系统

在倒空间⾼对称点的对称数据维度为 8，即各个⾼对称点不同宇称值的数⽬：n+
Γ、

n−
Γ、n+

X、n−
X、n+

Y 、n−
Y、n+

M、n−
M。当然因为代表着不可约表⽰的数⽬，所以这⼋

个数都必须取 0或正整数。能带空间中，这⼋个数值需要满⾜的约束条件是各个

⾼对称点上的能带数⽬⼀样：

n+
Γ + n−

Γ = n+
X + n−

X = n+
Y + n−

Y = n+
M + n−

M (1.35)

⼋个数构成能带空间的⽮量记作：B = (n+
Γ , n

−
Γ, n

+
X, n

−
X, n

+
Y , n

−
Y, n

+
M, n

−
M)，则（1.35）

可以写成线性⽅程的形式：

C · B = 0 (1.36)

其中 C 是⼀个矩阵，矩阵元对应（1.35）等式中的系数。如果先不考虑能带数⽬

取整数的限制，只考虑（1.35）中三个等式的约束，C矩阵的秩应为 8-3=5。然⽽

由于能带数⽬必须取整数，因此（1.36）中的 B只构成⼀个有限的阿贝尔群，其

⽣成元有五个：

b1 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0)T

b2 = (1,−1, 1,−1, 0, 0, 0, 0)T

b3 = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1)T

b4 = (−1, 1, 0, 0,−1, 1, 0, 0)T

b5 = (1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T

(1.37)

虽然 B 矩阵中对应的不可约表⽰的数⽬原则上是不可以有负整数的，但是我们

现在先放宽这个条件。如果不可约表⽰数⽬ n−
Γ 为负，这意味着将 n−

Γ 对应的占

据态被推到了费⽶能级以上，也就是说我们可以通过调节费⽶能来改变体系的
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占据态数⽬，因此放宽不可约表⽰数⽬为负的条件是合理的。有了 {BS} 的⽣成

元，那么有相同对称性的系统的任意能带 {BS} 就都可以⽤此⽣成元为基⽮线性

展开了。上⽂提到 {BS} 中包含的是所有在⾼对称点、⾼对称线开能隙的能带空

间，所以也会包含原⼦绝缘体对应的能带空间。因此 {BS} 的⽣成元中必然就已

经包含拓扑的和⾮拓扑的能带，那么如何判断这 5 个基⽮哪个是拓扑的呢？

根据之前对原⼦绝缘体的定义，我们可以先推导⼀下 {AI} 的基⽮。如果

{BS}的⽣成元中有跟 {AI}相同的基⽮，那么它⼀定是拓扑平庸的。根据Bernevig

在 2017 年提出的原⼦绝缘体⽣成元构造⽅法，我们只需要考虑在实空间 maxi-

mum Wyckoff position 上放置原⼦绝缘体即可。在此⼆维有时间反演对称性的体

系中，假设每个空间反演不变点（共四个：(0, 0)、(1
2
)、(0, 1

2
)、(1

2
, 1
2
)）上放⼀奇⼀偶

两种宇称的轨道，则实空间⼀共有⼋种原⼦原⼦绝缘体的构造⽅法，且这⼋种原

⼦绝缘体任意叠加后仍然是⼀个原⼦绝缘体。如果我们在⾮ maximum Wyckoff

position (x, y) 上放置某⼀对称性的轨道，则根据空间反演对称性，在 (−x,−y) 处

必然也会有⼀个轨道。对这两个轨道线性组合可以得到 Γ 点处⼀奇⼀偶两种宇

称的轨道。因此我们只需要考虑maximumWyckoff position上放置原⼦轨道即可。

设实空间 R格⼦的 t坐标处有原⼦轨道 |R+ t >，且在空间反演算符下有变换关

系：P̂ |R+ t >= ±| − R − t >。则傅⾥叶变换后得到倒空间的布洛赫波函数：

|k >= 1
√

N

∑
R

ek·(R+t) |R+t> (1.38)

计算布洛赫波函数的宇称，可以得到这⼋种原⼦绝缘体在倒空间以 n+
Γ、n−

Γ、n+
X、

n−
X、n+

Y 、n−
Y、n+

M、n−
M 的基⽮。

Wyckoff position (0,0) 处有⼀个偶宇称的轨道:

a1 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0)T (1.39)

Wyckoff position (0,0) 处有⼀个奇宇称的轨道:

a2 = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1)T (1.40)

Wyckoff position (1
2
,0) 处有⼀个偶宇称的轨道:

a3 = (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1)T (1.41)

Wyckoff position (1
2
,0) 处有⼀个奇宇称的轨道:

a4 = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0)T (1.42)
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Wyckoff position (0,1
2
) 处有⼀个偶宇称的轨道:

a5 = (1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)T (1.43)

Wyckoff position (0,1
2
) 处有⼀个奇宇称的轨道:

a6 = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0)T (1.44)

Wyckoff position (1
2
, 1
2
) 处有⼀个偶宇称的轨道:

a7 = (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0)T (1.45)

Wyckoff position (1
2
, 1
2
) 处有⼀个奇宇称的轨道:

a8 = (0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1)T (1.46)

具有相同对称性的⼆维系统中所有原⼦绝缘体都可以⽤上⾯⼋个原⼦轨道基⽮

线性展开，所以 {AI} 也构成⼀个有限的阿贝尔群。观察（1.39-1.46）可以发现

这⼋个⽮量并不是线性独⽴的，其中有三个基⽮可以⽤其他五个线性组合出来：

a4 = a1 + a2 − a3

a6 = a1 + a2 − a5

a8 = a1 + a2 − a7

(1.47)

所以此系统 {AI} 的⽣成元只有五个，分别是 a1、a2、a3、a5、a7。接下来，只要

利⽤拓扑不等价和原⼦绝缘体的定义，就可以判断 {BS} 的五个⽣成元是否是拓

扑不平庸的了：

b1 = a1

b2 = a2 − a3

b3 = a1 + a2 − a7

b4 = a2 − a5

b5 =
1

2
a1 + a2 −

1

2
a3 −

1

2
a5 −

1

2
a7

(1.48)

因为（1.48）中前四个 {BS} 基⽮都可以⽤原⼦轨道基做整数线性展开，因此

b1 − b4 都等价于原⼦绝缘体。b5 只能⽤分数个原⼦轨道基线性展开，因此它是

拓扑⾮平庸的。因为展开 b5 的原⼦轨道基都是半整数，所以只有偶数倍个 b5 对

应的能带才是拓扑平庸的，这也意味着系统对应的拓扑分类为 Z2。对于计算具
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图 1.13 有⾃旋轨道耦合和时间反演对称性系统的对称性指标分类。图⽚取⾃ (Po 等, 2017)。

Figure 1.13 Symmetry-based indicators with time-reversal symmetry and spin-orbit coupling.
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图 1.14 不考虑⾃旋轨道耦合，但有时间反演对称性系统的对称性指标分类。图⽚取⾃ (Po

等, 2017)

Figure 1.14 ymmetry-based indicators with time-reversal symmetry and without spin-orbit

coupling.
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体拓扑数的数值，则可以将能带⽤ {BS} 基⽮展开，如果 b5 前⾯的系数是偶数，

则系统是拓扑平庸的，拓扑不变量为 0。但是如果 b5 前⾯的系数是奇数，则系

统是拓扑⾮平庸的，拓扑不变量为 1。

同理应⽤于其他维度、其他对称性的体系时， {BS }
{AI } = XBS 对应的商群都是

⼏个整数模 n = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 的直乘群，如图（1.13, 1.14）。如果商群不是和

Z1 同构的，那么这个商群对应的拓扑分类⼀定是不平庸的，XBS 也叫做对称性

指标（symmetry-based indicator）。但是从表 1.14 中可以发现，并不是所有的空

间群对应的对称性指标都是⾮平庸的。对于对称性指标是 Z1 的空间群，我们则

不能再⽤对称性指标理论来判断其拓扑，需要使⽤ Wilson loop 等其他⽅法来验

证。所以对称性指标不平庸是体系拓扑的充分不必要条件。得到各个空间群对称

性指标后，我们再返回头来看看（1.36）中 C这个矩阵，被称作相容性关系矩阵

（compatibility relationship matrix）。为了更好理解这个矩阵，我将从 Bernevig 组

提出的“图论”（graph theory）⽅法讲解。

孤⽴原⼦的能级是平带，但当将原⼦放⼊晶体中且令其与周围原⼦发⽣耦

合之后，平带会产⽣不同程度的展宽，互相交叠耦合成为的能带。Bernevig 组

的思想与 Watanabe 组⼀致，即只⽤布⾥渊区⾼对称点上能带表⽰即可判断体系

是否是拓扑⾮平庸的。他们把 {AI} 空间的⽣成元称为“元能带表⽰”（elementary

band representation, EBR），此 EBR 中只包含了⾼对称点上的能带表⽰信息。然

后他们利⽤如图（1.15）所⽰的图论⽅法，研究了各个⾼对称点之间所以可能的

能带连接⽅式。根据不同的连接⽅式，他们又把 EBR 分成了两类：⼀类是全连

通的，另⼀类是可分为多组的。对于前种情况，⽆论费⽶能放在哪⾥，系统都是

⼀个拓扑半⾦属。⽽对于后者还会有两种情况：第⼀种是当费⽶能处在两组单连

通的能带之间时，系统为拓扑（晶体）绝缘体；第⼆种是当费⽶能在单连通的能

带中间时，体系也是拓扑半⾦属。但是如果费⽶能位于两个 EBR 之间，则体系

⼀定是拓扑平庸的。相容性关系矩阵 C 就描述了⾼对称点之间的能带连接⽅式，

从⽽可以告知我们该体系是否在⾼对称点、⾼对称线上是不是全都是开能隙的。

我们在下⽂⾼通量计算判断拓扑半⾦属的时候，会使⽤到这个相容性关系矩阵。

1.4.2 对称性信息和拓扑不变量的映射关系

上节中介绍到的三类拓扑半⾦属作为新型的拓扑材料，⼀直是⾮常活跃的

研究领域。根据它们对应的材料在预⾔时的特性可以分为两类：⼀类是可以直

接由相容性关系来判断出是否是半⾦属，且得到拓扑能带交叉点所在的⾼对称

线/⾯；第⼆类必须通过围绕交叉点的波函数所计算出的拓扑不变量来判断。但
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图 1.15 “图论”⽅法。图⽚摘⾃ (Bradlyn 等, 2017)。

Figure 1.15 Graph theory.

33



拓扑材料的第⼀性原理计算研究

是拓扑（晶体）绝缘体的判断确是都需要对称性指标来进⾏判别。在这⼀节中

我便介绍如果将布⾥渊区中的对称数据和对称性指标联系起来，从⽽应⽤到第

⼀性原理计算中。2017 年底，我们组在基于 Bernevig 和 Watanabe 的⼯作之上，

不仅解释了对称性指标的含义和其对应的拓扑不变量，还得到了（不）考虑⾃

旋轨道耦合体系的对称性数据到拓扑不变量的完整对应关系 (Song 等, 2018a,b;

Khalaf 等, 2018)。

对称性指标告诉我们⼀个体系是否可以只⽤布⾥渊区⼏个（最多⼋个）⾼对

称点上的不可约表⽰来判断拓扑，Watanabe 等⼈在他们的⼯作中还告知我们以

下信息：1. 如果⼀个体系的对称性指标不为零，那么这个体系⼀定是拓扑的; 2.

如果两个系统的对称性指标相同，那么两个体系的拓扑也不⼀定相同; 3. 如果两

个系统的对称性指标不同，那么这两个系统⼀定是拓扑不等价的。但是Watanabe

等⼈的⽂章中还有⼀些问题没有解释 (Po等, 2017)，例如：1. 没有解释对称性指

标的物理含义和具体的计算公式；2. 如果⼀个系统的对称性指标不为零，那么

对应这个系统到底是什么样的拓扑（拓扑绝缘体、拓扑半⾦属还是拓扑晶体绝缘

体）；3. 如果系统是拓扑晶体绝缘体，那么这个系统拥有哪些⾮平庸的拓扑不变

量；4. 如果系统是拓扑半⾦属，那么拓扑保护的能带交叉点会出现在布⾥渊区

的什么地⽅。

除去 #1 空间群，晶体的对称性操作都是多种多样的，每种操作都会对应⼀

个和时间反演对称性共同保护的拓扑晶体绝缘体态。因此简单来说，⼀个有多

种对称性的材料的拓扑不变量数⽬也是丰富的，这些拓扑不变量的取值组合也

会构成材料不同的拓扑态。只有将这些拓扑不变量的数值组合穷尽，才能列举

出材料全部的拓扑不变量。2017 年底我们组所研究的新理论不仅可以判断⼀个

材料是否有⾮平庸的拓扑性质，还可以指出其（不）具备哪些⾮平庸的拓扑性质

（⾮零的拓扑不变量），我们又称之为“拓扑字典”。其中拓扑晶体绝缘体对应的拓

扑不变量有：弱拓扑不变量、镜⾯陈数、滑移不变量（沙漏费⽶⼦）、（螺旋）旋

转不变量、空间反演不变量以及 S4 不变量。只要计算出材料在布⾥渊区⾼对称

点上的对称数据，查询字典，便可得知材料的拓扑不变量和拓扑性质 (Song 等,

2018a,b; Khalaf 等, 2018)。表（1.16, 1.17）是有时间反演且有⾃旋轨道耦合系统

的对称性指标公式。

图 1.18 上图是 #225 空间群 SnTe 在考虑⾃旋轨道耦合是对称性指标公式的

使⽤⽅法：

第⼀步，使⽤第⼀性软件计算 SnTe 的对称性数据；
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图 1.16 有时间反演且考虑⾃旋轨道耦合体系的对称性指标公式。图⽚取⾃ (Song 等, 2018b)

Figure 1.16 Indicator formulas for systems with time-reversal symmetry and spin-orbit cou-

pling.
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图 1.17 有时间反演且考虑⾃旋轨道耦合体系的对称性指标公式。图⽚取⾃ (Song 等, 2018b)

Figure 1.17 Indicator formulas for systems with time-reversal symmetry and spin-orbit cou-

pling.
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图 1.18 有⾃旋轨道耦合与⽆⾃旋轨道耦合时对称性指标公式的使⽤⽅法。上图为考虑⾃旋

轨道耦合时 SnTe 使⽤对称性指标公式的例⼦。下图为不考虑⾃旋轨道耦合时 CaP3

使⽤对称性指标公式的例⼦。

Figure 1.18 Instructions for the use of indicator formulas with time-reversal symmetry. Two

examples are systems with and without spin-orbit coupling respectively.

第⼆步，将对称性数据带⼊对称性指标公式中，得到 z8 = 4；

第三步，查表可知 z8 = 4对应的拓扑不变量有两组可能性，但是可以⽤ m110

对应的镜⾯陈数来将两组区分开来；

第四步，通过计算 m110 ⾯内对应的镜⾯陈数为 2 (mod 4)，因此可以确认

SnTe 对应的确定的⼀组拓扑不变量。这组拓扑不变量告诉我们 SnTe 还拥有其

他⾮平庸的拓扑态，例如 m001 ⾯内的镜⾯陈数为 4（mod 8），沿着（001）、（110）

⽅向的旋转不变量是⾮零的、S4 操作对应的拓扑不变量也是⾮零的等等。

图 1.18 下图为 CaP3 材料不考虑⾃旋轨道耦合时对称性指标公式的使⽤⽅

法：

第⼀步，使⽤第⼀性软件获取 CaP3 在⾼对称点上占据态的对称数据；

第⼆步，把上步获得的对称性数据带⼊对称性指标公式中，得到 z2z2z2z4 =

(0101)；

第三步，查表可知，（0101）对应的拓扑性质是在布⾥渊区中有个围绕着

(0, π, 0) 点的节点环状的能带交叉。这⼀结果和 Xu 在 2017 年计算的结果⼀致。

“拓扑词典”的出版⼤⼤简化了拓扑材料的预测成本，因此设计⾃动化判别和

进⾏⾼通量地毯式搜索拓扑材料便成为⽔到渠成的事情。2018 年本组设计了⼀
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套全⾃动计算材料拓扑的⽅法 (Zhang 等, 2019)，并进⾏了⾼通量计算。我在第

四章节中会进⾏详细的介绍。
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第 2章 第⼀性原理计算理论及其在拓扑材料中的应⽤

通过上⼀章最后⼀节的描述，我们知道固体材料的能带在对判断其拓扑与

否起着举⾜轻重的作⽤。固体能带不仅可以⽤来判断材料的拓扑，还可以⽤于

阐述固体光学、磁学等⽅⾯的性质，与之相关的理论称之为固体能带论。固体能

带论便是通过求解固体中电⼦的薛定谔运动⽅程得到能量本征值和本征⽮，从

⽽解释和阐明固体中的物理性质和物理现象。对于真实体系，即便是只有 1cm3

的材料样品来说，⾥边也有 1023 数量级的原⼦核以及数⽬更多的电⼦。以现

在的计算⽔平来看，精确求解粒⼦数⽬如此庞⼤的系统是不可能的，因此⼀系

列近似的采取显得⼗分有必要。下⾯⼩节中会具体介绍各种近似⽅法和简化过

程，包括 Born-Oppenheimer 近似 (Born 和 Oppenheimer, 1927)、Hartree-Fock 近

似 (Slater, 1930; Fock, 1930)、晶体平移周期性近似。通过这⼀系列近似再加上两

个 Hohenberg-Kohn 定理，就可以将复杂的多体问题简化为单电⼦近似的 Kohn-

Sham⽅程，这就是密度泛函理论 (Density Functional Theory, DFT)的核⼼思想了

(Hohenberg和Kohn, 1964; Kohn和 Sham, 1965)。虽然密度泛函理论是严格的，但

是多体系统中电⼦与原⼦核的相互关联势这⼀最复杂的部分仍然只能采⽤近似

的形式。

因为基于密度泛函理论的计算⽅法是从最基本的物理规律出发，利⽤量⼦

⼒学来求解体系的薛定谔运动⽅程，不需要加⼊任何经验或者拟合的参数，所以

我们又称之为第⼀性原理计算 (ab initio calculation, or first-principle calculation)。

随着密度泛函理论的建⽴、第⼀性软件包的完善以及计算机技术的发展，DFT在

近⼏⼗年终被⼴泛的应⽤于预测、解释凝聚态、化学、⽣物、材料科学等诸多领

域的科学难题。当然，DFT 从预测拓扑绝缘体 Bi2Se3(Zhang 等, 2009) 家族开始

便在拓扑物理学领域⼤放异彩，与能带拓扑理论相辅相成，使得拓扑成为鲜有的

理论和计算能⾛在实验验证前⾯的物理分⽀。

2.1 密度泛函理论

要想确定固体系统的电⼦能级从⽽来判断体系的拓扑，第⼀步便是写出组

成固体系统的多粒⼦薛定谔⽅程：

HΨ(r, R) = EΨ(r, R) (2.1)
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其中 H 是系统的总哈密顿量，r 是固体中所有电⼦坐标的集合 {ri}，R 是

所有原⼦核坐标的集合 {Rj}。在没有其他外场的作⽤时, 固体系统的哈密顿量包

括固体中所有电⼦和原⼦核的动能与粒⼦间的相互作⽤能, 具体可以写成如下形

式:

H = He + HN + He−N (2.2)

其中 He 包含电⼦的动能 Te(r) 和电⼦之间的相互作⽤能 Ve(r)（库伦相互作

⽤）；HN 包含原⼦核的动能 TN(R) 和原⼦核之间的相互作⽤能 VN(R)；He−N 是

电⼦-原⼦核之间的相互作⽤项。设电⼦和第 I 个原⼦核的质量分别为 me，MI，

则 He、HN、He−N 具体形式分别如下：

He = Te(r) + Ve(r) = −
∑
i

ℏ2

2me

∇2
ri +

1

2

∑
i,j

e2

|ri − rj |
(2.3)

HN = TN(R) + VN(R) = −
∑
I

ℏ2

2MI

∇2
RI

+
1

2

∑
I,J

VN(RI − RJ) (2.4)

He−N = −
∑
i,I

Ve−N(ri − RJ) (2.5)

上述公式（2.1）∼（2.5）便是⾮相对论系统的量⼦⼒学描述，为了对其简化

求解，我们接下来将介绍在密度泛函理论中应⽤到的近似和定理。

2.1.1 Born-Oppenheimer近似

由于（2.2）右式中第⼀项 He 只包含电⼦的动能和电⼦间的相互作⽤，所以

He 只依赖于电⼦的坐标 r。HN 只包含原⼦核的动能和原⼦核间的相互作⽤，所

以 HN 只依赖于原⼦核的坐标 R。He−N 中同时包含电⼦的坐标和原⼦核的坐标，

且此项和其他相互作⽤属于相同的数量级，所以为了把多体问题简单化⽽略去

此项是不合理的。但是由于原⼦核的质量是电⼦质量的上千倍，且其运动速度远

远⼩于电⼦的运动速度，因此我们还是可以把电⼦运动和原⼦核运动分开来考

虑的。即认为电⼦体系与原⼦核体系热平衡不相⼲，电⼦围绕着原⼦核做⾼速旋

转，原⼦核只在其平衡位置做微⼩振动。这种近似被称为 Born-Oppenheimer 近

似 (波恩-奥本海默近似)，又称作绝热近似 (Born 和 Oppenheimer, 1927)。在绝热

近似下，电⼦和原⼦核可分离变量。则系统波函数可写为：
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Ψ(r,R) = χ(R)ψ(r,R) (2.6)

其中 χ(R) 是原⼦核波函数，ψ(r,R) 是描述电⼦运动的波函数。由于电⼦能

量依赖核坐标，因⼦电⼦波函数与电⼦坐标和原⼦核坐标都相关。但当我们只研

究电⼦运动规律时，原⼦核的位置可以认为是固定在某个瞬时位置，因此 R 只

是作为⼀个固定参数出现在电⼦波函数中（后边的描述中略去了电⼦波函数对

原⼦核坐标的依赖）。通过绝热近似，我们就可以把这个多粒⼦系统问题分成两

部分来考虑，即原⼦核系统 HN2 和电⼦系统 He2：

H = HN2 + He2 (2.7)

HN2 = HN +
∑
I

ve(RI) (2.8)

He2 = He +
∑
i

ve(ri) (2.9)

其中电⼦对原⼦核的平均作⽤ ve(RI) 和原⼦核对电⼦的平均作⽤ ve(ri) 都

当做外场来处理。此时对于我们想单独研究的原⼦核体系或者电⼦体系的薛定

谔⽅程还是多体⼦的：

(−
∑
i

ℏ2

2me

∇2
ri +

1

2

∑
i,j

e2

|ri − rj |
+
∑
i

ve(ri))ψ(r) = Eψ(r) (2.10)

想要求解多体哈密顿量必然要做进⼀步的单电⼦近似，将问题转变为可解的单

粒⼦⽅程。

2.1.2 Hartree和 Fock近似

对于（2.10）来说，最简单的单电⼦近似便是忽略右式第⼆项的电⼦-电⼦间

相互作⽤，即认为体系中电⼦是完全⾃由没有任何相互作⽤的⾃由电⼦⽓近似。

但是由于⼤部分元素都包含内壳层电⼦或者⽐较局域的电⼦，因此我们在做⾃

由电⼦近似前需要再考虑另外⼀个价电⼦近似来简化模型。在价电⼦近似中，可

以认为原⼦核附近满壳层的电⼦是局域在其周围的，对固体的物性影响⽐较⼩，

因此可以把这些电⼦和原⼦核看成⼀个整体，我们称之为离⼦芯。远离离⼦芯的

电⼦扩展性较强，因此在形成材料时运动状态会随着化学环境的改变⽽发⽣⽐

较⼤的变化，这也是同种元素组成但是不同结构的材料光学、电学、磁学等性质

不同的原因。价电⼦近似和⾃由电⼦近似模型对于电⼦结构简单的⾦属（例如

41



拓扑材料的第⼀性原理计算研究

铜）来说给出了很好的理论解释，尤其是具有周期性的⾦属材料的能带的给出，

引出了费⽶⾯这⼀⾮常重要的物理概念。

后来，Hartree在⾃由电⼦⽓近似的基础上又做了修正，考虑了电⼦之间的库

伦相互作⽤并将其看成⼀种平均势，从⽽提出了更严格的 Hartree 近似 (Hartree,

1928)。在 Hartree 近似过程中，哈密顿量是没有近似的，仍然是严格的。⽽多电

⼦系统波函数做了平均场近似，可以写成单电⼦波函数乘积的形式：

ψ(r) =
∏
i

ϕi(ri) (2.11)

上述单粒⼦波函数又称为 Hartree 波函数，并且我们总能取得⼀组解使得每个电

⼦的波函数都正交归⼀：

< ϕi(ri)|ϕ j(rj) >= δi j (2.12)

系统总能量期望值对每个单电⼦波函数做变分即可得到单电⼦ Hartree ⽅

程：

(− ℏ
2

2me

∇2 + V(r) + e2
∑
i,i′

∫
dr′

|ϕi(r′)|2
|r′ − r| )ϕi(r) = Eiϕi(r) (2.13)

上式左侧第⼀项为单电⼦动能，V(r) 为单电⼦在固体材料中受到的晶格势，第

三项为单电⼦受到系统中其他电⼦的平均作⽤势。右式 Ei 既是单电⼦能量也是

变分的拉格朗⽇乘⼦。由于库伦平均场近似项中包含单电⼦波函数 ϕi(r)，所以

Hartree ⽅程必须⾃洽求解。即先给定系统电⼦⼀组初始态，带⼊ Hartree ⽅程求

有效势。再⽤求得的有效势带⼊⽅程中重新计算本征解，多次迭代求解直⾄得到

⾃洽结果。

Hartree 近似是全同粒⼦的单电⼦近似，但是电⼦是费⽶⼦，满⾜交换反对

称性。因此 Fock又在 Hartree近似的基础上讲单电⼦波函数写成 Slater⾏列式的

形式，被称为 Fock 近似 (Slater, 1930; Fock, 1930):

Ψ(q) =
1

√
N!

������������
ψ1(q1) ψ1(q2) ... ψ1(qN)

ψ2(q1) ψ2(q2) ... ψ2(qN)

... ... ... ...

ψN(q1) ψN(q2) ... ψN(qN)

������������
(2.14)

其中 qi 包含第 i 个电⼦的位置和⾃旋两个指标。如此通过Hartree和 Fock近似后，

我们仍然可以对 Hartree-Fock 函数的总能量期望值变分，得到如下 Hartree-Fock
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⽅程：

(− ℏ
2

2me

∇2 + V(r) + e2
∑
i,i′

∫
dr′

|ϕi(r′)|2
|r′ − r| )ϕi(r)

−e2
∑
i,i′, ∥

∫
dr′

ϕ∗i (r′)ϕi(r′)
|r′ − r| ϕ′

i(r) = Eiϕi(r)
(2.15)

上式中对⾃旋指标进⾏简化，∥ 表⽰⾃旋平⾏，因此 qi 可以简化为只有坐标

的形式。虽然Hartree-Fock⽅程考虑了电⼦间的交换作⽤，但是由于Hartree-Fock

波函数单⾏列形式的局限性，⾃旋反平⾏电⼦间的关联作⽤被忽略了。如果为

了考虑关联效应⽽把系统波函数写成多⾏列式的形式，计算量又让⼈望⽽却步。

下⽂中要介绍的密度泛函理论解决了 Hartree-Fock近似中遗漏的问题，给出了严

格的单电⼦理论模型。

2.1.3 密度泛函理论

1927年 H. Thomas和 E. Fermi在他们的⼀个⼯作中指出，固体以及原⼦、分

⼦的基态物理性质可以⽤粒⼦的密度函数 ρ 来描述，即系统总能是粒⼦密度函

数的泛函。在研究⾮均匀电⼦⽓时，P. Hohenberg 和 W. Kohn 在此理论基础上提

出了 H-K 定理：

定理 2.1. 对于不计自旋的全同费米⼦系统,其基态能是粒⼦数密度函数的唯⼀泛

函;

定理 2.2. 能量泛函在粒⼦数不变的条件下在且仅在基态粒⼦数密度函数 ρ(r)处

取极小值,并等于基态能量;

定理 (2.1-2.2) 中所提到的基态是⾮简并的。现考虑⾮相对论的相互作⽤电

⼦体系，其哈密顿量可以写成如下形式：

H = Hint + Vext (2.16)

其中 Hint 为电⼦的动能和电⼦间库伦相互作⽤之和:

Hint = T + Vee = − ℏ
2

2me

∑
i

∇2
i +

1

2

∑
i,j

e2

|ri − rj |
(2.17)

Vext 为电⼦的定域外势，即固体中离⼦芯构成的晶格势场对电⼦的相互作⽤：

Vext =
∑
i

V(ri) (2.18)
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所以当体系的总电⼦数、电⼦之间的库伦相互作⽤势、粒⼦质量和携带的电荷确

定时，多电⼦体系的哈密顿量只和外势 Vext 有关。由定理 (2.1) 可知，系统外势

Vext 是系统基态电⼦数密度 ρ0(r) 的函数。因此只要知道电⼦数密度，就可以得

到外势、电⼦动能和库伦势能，从⽽唯⼀地确定系统的哈密顿量。也就是说，系

统基态的任何性质都可以由其基态电荷数密度唯⼀确定。基态能可以写为：

E [ρ,V ] =< ψ[ρ]|(T + Ve + Vext)|ψ[ρ] >= T [ρ] + Ve[ρ] +

∫
drVext(r)ρ(r)

= T [ρ] +
1

2

∫
drdr′

ρ(r)ρ(r′)
|r − r′ | + Exc[ρ] +

∫
drVext(r)ρ(r)

≡ F[ρ] +
∫

drVext(r)ρ(r)

(2.19)

上式中 Exc[ρ] 表⽰电⼦间的交换关联能。定理 (2.2) 告诉我们，当且仅当 ρ取系

统基态电⼦数密度时，公式 (2.19) 中的能量泛函才能取得极⼩值。然⽽ ρ、T [ρ]、

Exc[ρ] 的具体形式⽬前来说还是未知的。为了解决这个问题，W. Kohn 和 L. J.

Shame 提出⽤⽆相互作⽤体系的动能泛函 T0[ρ] 来代替真实的相互作⽤系统的动

能泛函 T [ρ]，并把 T [ρ]0 和 T [ρ] 相差的部分放到未知的交换关联能中，从⽽转变

为单电⼦问题：

ρ(r) =
∑
i

|ψi(r)|2 (2.20)

T0[ρ] =
∑
i

∫
d3rψ∗

i (r)(−∇2)ψi(r) (2.21)

这时系统总能对粒⼦数密度 ρ(r) 的变分就变成了对 ψ(r) 的变分，得到密度泛函

理论的核⼼⽅程，Kohn-Sham ⽅程：

(
ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + e2

∫
d3r′

ρ(r′)
|r′ − r| +

δExc(ρ)

δρ
)ψi(r) = Eiψi(r) (2.22)

有了 Kohn-Sham⽅程，我们便可以通过解⽅程（2.22）来确定基态单电⼦波函数

ψi(r)。通过（2.20）就可以得到系统基态的密度泛函，从⽽确定系统基态的其他

物理量。和 Hartree-Fock 近似相⽐，密度泛函理论得到的单电⼦ Kohn-Sham ⽅

程是严格的，但是其中多粒⼦系统相互作⽤的全部复杂性仍是未知的，包含在

Exc[ρ] 中。由于精确的交换关联能是⽆法写出的，因此我们需要对其做⼀些合理

的近似。在实际研究当中，局域密度近似（Local Density Approximation，LDA）

(Hohenberg 和 Kohn, 1964; Perdew 和 Zunger, 1981; Ceperley 和 Alder, 1980) 和⼴

义梯度近似（Generalized Gradient Approximation，GGA）(Becke, 1988; Langreth

和 Perdew, 1980; Perdew 等, 1996) 等是采⽤⽐较多的近似⽅法。
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2.2 赝势

赝势的核⼼思想是在离⼦实内⽤变化平缓的势能代替真实但发散的势能，在

固体能带论中有着⼗分重要的应⽤。由于⼤多数情况下，固体中芯态电⼦的波函

数在实空间的局域性很强导致其在动量空间收敛很慢，因此在计算时间上来看

⼗分不友好。再者多考虑的芯态电⼦会增加所计算的能带数⽬，也会相应的增加

计算量。最重要的是，离⼦实的总能与材料的结构变化⽆关，因此只针对价电⼦

总能的计算绝对精度要⽐全电⼦的精度⾼。通常情况下芯电⼦和价电⼦在能级

上区分也较⼤，芯电⼦多填充在深能级，并且能带展宽较⼩、甚⾄为平带。⽽对

于实际研究的材料体系，我们⼤都只关注其费⽶⾯附近的价电⼦能级。因此赝势

⽅法在保证了假想势能求得的本征态和真实势能取的的本征态相同的条件下还

让计算量⼤⼤减⼩，在凝聚态领域受到了⼴泛的应⽤。

赝势的导出⽅法有很多种，下⾯我们将介绍最原始的基于正交平⾯波⽅法

的推导。通过波函数的不同特点可以将坐标空间分为两个部分：近原⼦核区域和

其他区域。近原⼦核区域就是原⼦核附近所在的局域，这部分电⼦由于与邻近原

⼦的电⼦相互作⽤较⼩，所以波函数可以⽤紧束缚的芯电⼦波函数组成。其他区

域的电⼦之间有较强的相互作⽤，因此波函数是相互交叠的价电⼦波函数。虽然

离⼦芯对价电⼦有吸引作⽤，但由于正交化平⾯波⽅法中芯态和价态波函数正

价使得离⼦芯对价电⼦还有⼀个排斥作⽤。因此原⼦核对价电⼦的库伦吸引势

V(r) 和排斥势
∑

c(Ev − Ec)|ψc >< ψc | 之和便是价态电⼦的有效势，其中 Ev、Ec

分别为价态、芯态电⼦能级，|ψv >、|ψc > 分别是其对应的波函数。从图 2.1可

以看出，晶体周期势场 V(r) 在原⼦核附近变化剧烈，⽽赝势 V ps(r) 则在原⼦核

附近变化平缓。由赝势得到的波函数 ψps(r) 跟平⾯波⼀样变化缓慢，因此可以

⽤平⾯波做基⽮来加快计算。下⾯便是基于这种想法来推导赝势的。

价电⼦和芯电⼦满⾜定态薛定谔⽅程：

H |ψv >= Ev |ψv >

H |ψc >= Ec |ψc >
(2.23)

利⽤类似正交化平⾯波的条件，我们可以构造晶体的赝波函数：

|ψps
v >= |ψv > +

∑
c

< ψc |ψps
v > |ψc > (2.24)

将 H − Ev 作⽤到上式两边便可得到赝波函数满⾜的⽅程：

(T + V +
∑
c

(Ev − Ec)|ψc >< ψc |)|ψps
v >= Ev |ψps

v > (2.25)
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图 2.1 赝势。（a）晶体周期势场 Vr，（b）布洛赫波函数，（c）赝势，（d）赝波函数。图⽚摘

⾃ (黄昆 等, 1979)。

Figure 2.1 Pseudopotential. (a) is the period potential field for lattice. (b) is the Bloch wave

function. (c) is the pseduopotential. (d) is the wave function for pseduopotential.
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虽然赝势⽅法不仅计算量减少，还能得到晶体中真实价态电⼦的本征态，但

是赝势的产⽣却并⾮易事。最初赝势产⽣的⽅法是经验赝势法（Empirical Pseu-

dopotential Method），即⽤实验拟合出的 V((k)) 值求解薛定谔⽅程，并⽤得到的

本征值和波函数来实验数据做⽐较。如果相差较⼤，则通过对 V(k) 修改直⾄得

到的结果与实验数据相近。经验赝势法不仅计算量⼤，其可移植性也不强，通常

因为化学环境的改变⽽失去适⽤性。按照密度泛函理论的思想，构造能⽤于不同

化学环境的没有任何附加实验参数的赝势是势在必⾏的，这类赝势也被成为第

⼀性原理原⼦赝势。⽬前使⽤⽐较⼴泛的第⼀性原理原⼦赝势有三种：模守恒

赝势（Norm-Conserving Pseudo-Potential）、超软赝势（Ultra-Soft Pseudo-Potential）

和投影缀加平⾯波⽅法赝势（Projector Augmented-Wave Method Pseudo-Potential,

PAW）。

2.3 Wannier函数

对于存在周期性势场的晶体来说，单电⼦本征波函数是按照晶体周期性势

场调幅的平⾯波。由于 Bloch 波函数 ψnk(r) = eik·runk(r) 中 unk(r) 是周期性的，

因此 Bloch表象常被⽤于理想晶体的第⼀性原理计算。eik·r 是跟动量和实空间晶

胞格⽮相关的 U(1) 相位，n、k 分别是能带指标和动量指标。然⽽由于 Bloch 波

函数相对延展，在处理电⼦⽐较局域的强关联、磁性、分析波恩有效电荷、化学

键或者表⾯问题的时候在局域 Wannier 基下会更⽅便⼀些。

Bloch表象和Wannier表象不是相互独⽴的，可以通过傅⾥叶变换相互转化。

Bloch 波函数在 k 空间按照格⽮展开为傅⾥叶级数，其系数便是 Wannier 函数。

因此利⽤ Bloch 函数的正交性不难证明 Wannier 函数的正交性。每个 Wannier 函

数都以某个晶格格点为中⼼，且不同格点的Wannier函数彼此正交，这也印证了

Wannier 函数局域的特点。在 Bloch 表象下的薛定谔⽅程为：

[− ℏ
2

2me

∇2 + V(r)]eik·runk(r) = Eeik·runk(r) (2.26)

Hkeiϕ(k)unk(r) = E(k)eiϕ(k)unk(r) (2.27)

上式中 Hk = e−ik·rHeik·r，eiϕ(k) 为任意的U(1)相位因⼦。由此可以看出，eiϕ(k)unk(r)

和 unk(r) 都是 Hk 的本征态，且本征值都是 E(k)。但是不确定的相位因⼦导致了

Wannier 函数的任意性，从⽽影响了 Wannier 函数在实空间的局域性和在实际计

算中的应⽤。因此如何优化 U(1) 相位因⼦从⽽得到最局域化的 Wannier 函数⾄

关重要。
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2.3.1 最局域的Wannier函数

正如上⽂所说，Bloch 波函数和 Wannier 波函数存在傅⾥叶变换的关系，具

体如下：

ωnR(r) =
V

(2π)3

∫
BZ

dke−ik·Rψnk(r) (2.28)

ψnk(r) =
∑
R

e−ik·RωnR(r) (2.29)

其中 ωnR(r) 代表 Wannier 波函数，n、R 分别为能带指标和实空间位置坐标，V

是原胞体积。Bloch波函数周期性部分中不确定的 U(1)相位会影响到Wannier函

数的形状和空间分布，在多能带系统中的⼀般表达式为：

unk(r) →
∑
m

Umn(k)umk(r) (2.30)

为了解决 Umn(k)优化的问题，从⽽得到最局域话的Wannier函数，Ivo Souza，

Nicola Marzari 和 David Vanderbilt 提出了 SMV 算法 (Marzari 和 Vanderbilt, 1997;

Marzari 等, 2012)。SMV 算法的核⼼思想是在实空间定义⼀个表⽰ Wannier 函数

局域性的函数，通过求其极⼩值来得到最局域的Wannier函数。该函数的形式为：

Ω =
∑
n

(< r2 >n − < r >n2)

=
∑
n

[< ωn0(r)|r2 |ωn0(r) > −| < ωn0(r)|r|ωn0(r) > |2]
(2.31)

根据 Ω 的规范变换性质，可将其写成规范不变项 ΩI 和取决于相位 U(k) 的规范

变换项 Ω̃ 之和：

Ω = ΩI + Ω̃

= ΩI + ΩD + ΩOD

(2.32)

其中 ΩD、ΩOD 分是依赖规范变换的对⾓项和费对⾓项，具体形式为：

ΩI =
∑
n

[< ωn0(r)|r2 |ωn0(r) > −
∑
mR

| < ωmR(r)|r|ωn0(r) > |2] (2.33)

ΩD =
∑
n

∑
R,0

| < ωnR(r)|r|ωn0(r) > |2 (2.34)

ΩOD =
∑
n,m,n

∑
R

| < ωmR(r)|r|ωn0(r) > |2 (2.35)

由于 Ω 是相位 U(k) 的函数，所以我们可以在离散化的布⾥渊区中定义交叠积分

Mkb
nm =< umk |unk+b >，然后⽤共轭梯度法求解极⼩值。最终 Ω 可以表⽰成如下形

式：
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ΩI =
1

N

∑
kb

ωbTr[PkQk+b] (2.36)

ΩD =
1

N

∑
kb

ωb

∑
n

(−Im(lnMkb
nn) − b· < r >n)

2 (2.37)

ΩOD =
1

N

∑
kb

ωb

∑
m,n

|Mkb
nn |2 (2.38)

其中 Pk =
∑

n |unk >< unk |，Qk = 1 − Pk。b 是 k 和其最近邻点 k′ 之间的连接⽮

量，权重为 ωb。ΩI 是能带投影操作在 k 空间的⾊散。不难看出，当 k 和 k′ 的

⼦空间匹配越好时，ΩI 越⼩、能带越光滑、Wannier函数越局域。由于孤⽴能带

的整体平滑性是固定的，因此 ΩI 是规范不变的，这时我们只需优化 Ω̃。但如果

我们所关注的能带和其他能带交叠在⼀起，ΩI 会随相位 U(k) 变化，此时就需要

通过优化 ΩI 来得到局域的Wannier函数了。假设在⼀个有 Ntot 条能带的系统中，

我们关注的能带有 N 条，对应的 Wannier 函数空间为 S(k)。我们要做的便是求

出 ΩI 的极⼩值，此时找到 N 条独⽴能带在全局是最光滑的。再对 Ω̃ 进⾏优化，

就能得到⼀组⼳正矩阵 U(k) 使得：

uW
nk =

Ntot∑
m=1

Umn(k)umk (2.39)

uW
nk 做傅⾥叶变换后便是最局域化的 Wannier 函数，W 表⽰ Bloch 波函数对应的

Wannier 函数是最局域的。此时把 Bloch 表象下的对⾓的哈密顿量进⾏⼳正变换

Hk = U†(k)H(k)U(k)，然后再做傅⾥叶变换就可以得到最局域 Wannier 函数基

下实空间的紧束缚哈密顿量：

HW
mn(R) =

1

Ntot

∑
k

e−ik·RHW
mn(k) ≡< m0|Ĥ |nR > (2.40)

有了（2.40），便可以通过傅⾥叶变换得到倒空间任意⼀个 k点的哈密顿量，进⽽

得到能量本征态。由于实空间哈密顿量的矩阵元 HW
mn(R) 随着 R 的增加⽽减⼩，

⽽且会在临界值 Rc 处减⼩到 0。那么我们在构造最局域化 Wannier 函数时，只

需要把周期边界条件取到⽐ Rc ⼤的值即可。Wannier函数局域性越强，Rc 越⼩，

需要计算的离散化的 k 点也就越少。并且由于傅⾥叶变换得到的倒空间 k 点的

能量本征值精度很⾼，所以最局域化的Wannier在材料计算的应⽤中具有重要的

意义。
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2.3.2 原⼦轨道Wannier函数

尽管上述 SMV ⽅法在紧束缚哈密顿量计算、化学键分析等领域取得了巨⼤

的成功，还在计算内禀反常霍尔系数的⼯作中做出来突出的贡献。但是它在计

算晶体的电⼦结构时，没有考虑到晶体的对称性 (Evarestov 等, 2003; Smirnov 和

Usvyat, 2001)。也就是说，即便 k和 k′ 点是由晶体某个对称性联系在⼀起的，但

是他们的本征态却是独⽴计算的。因此 HW
mn(R) 也会缺失相应的晶体对称性，从

⽽使布⾥渊区中能带应该简并的地⽅出现误差导致的劈裂。由于⼀些能带劈裂

很难说清楚是本征的还是计算误差导致，因此会对我们分析系统的物理性质带

来诸多不便。

针对上述问题的解决⽅法有两种：⼀种是把晶体对称性加到 SMV ⽅法的推

导当中；⼆是利⽤原⼦轨道投影来使Wannier函数满⾜对称性。对于第⼀种⽅法，

Sakuma R. 及其合作者虽然做了⼀些深⼊研究，在优化的每⼀步都要求 U(k) 满

⾜ k 对应的 Little Group。因此，虽然此⽅法能满⾜晶体系统的所有对称性，但

是计算量有些繁重。对于有⾃旋轨道耦合的体系，我们在构造Wannier轨道时会

发现所得结果的对称性和收敛性⼀般⽐较差，此时采⽤第⼆种⽅法就可以很好

解决这个问题。我们可以先构造⼀个不考虑⾃旋轨道耦合的原⼦轨道Wannier函

数，再根据原⼦轨道特征在哈密顿量中加上相应的⾃旋轨道耦合矩阵，这样获得

的对应的有⾃旋轨道耦合系统的哈密顿量对称性较好。采⽤第⼆种⽅法还有⼀

个好处是，如果我们知道了Wannier函数的轨道特征就等于知道了这组基函数在

晶体各个对称操作下的变换形式。如果此时系统的原⼦轨道恰好⽐较少，那么此

时得到的模型哈密顿量基本上可以和 Tight-Binding Model（TB Model）的对称性

不相上下，甚⾄还可以进⼀步计算布⾥渊区任意 k 点的不可约表⽰。由于第⼆

种⽅法的优越性，下⾯我们着重讲⼀下第⼆种原⼦轨道 Wannier 函数⽅法。

⾸先，我们需要定义⼀个投影矩阵 Ak
mn =< ψmk |ϕn >，其中 ϕn 为原⼦轨道。

再将 N 条⽬标能带投影到 Ntot 个 Bloch 波函数 ψk 上：

|ψnk >=
Ntot∑
m=1

Amn(k)|umk > (2.41)

构造原⼦轨道 Wannier 函数⽅法与 SMV 算法类似。⾸先需要先使⽤ SMV 算法

将优化 ΩI 得到的⼀组全局最光滑的独⽴能带，这⾥初始的 U 矩阵可以⽤⼳正化

的投影矩阵 Ak
mn；再⽤原⼦轨道投影得到的 Bloch 函数的⼳正旋转矩阵 U(k) 来

获得最具局域化 Wannier 波函数：
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|ψW
nk >=

∑
m

|ψmk >< ψmk |ϕn >=
∑
m

Umn(k)|ψmk > (2.42)

我们可以看出，构造最局域 Wannier 函数和原⼦轨道 Wannier 函数类似，唯⼀不

同的地⽅是初始化 U(k) 后没有对 Ω̃ 进⾏优化。由于⼀般情况下，只要能带成分

分析⽐较合理，那么原⼦轨道投影得到的展宽也就相对合理。所以 Ω̃ 的进⼀步

优化得到的原⼦轨道投影展宽收益不⼤，不但降低了系统对称性且浪费时间。

由于此时原⼦轨道 Wannier 函数的构造还是在不考虑晶体对称性的基础上

做的，所以下⼀步我们需要对体系哈密顿量进⾏对称化处理。通过考虑晶体的对

称性，整个布⾥渊区的 k 点可以由⼀⼩部分布⾥渊区中的 k 通过晶体对称操作

P̃α |t 得到，这⼀⼩部分布⾥渊区被称作简约布⾥渊区。

设第 i 个原⼦上的轨道 A 有 Bloch 波函数为：

ϕiAk(r) =
1

N

∑
R

eik·RϕA(r − τi − R) (2.43)

假设晶体有对称性 α |t 使得第 i 个原⼦上的轨道 A 变换到第 j 个原⼦上的轨

道 B，即 t + ατi = τj + R0，则有：

P̂{α |t }ϕiAk(r) = P̂{α |t }
∑
R

eik·RϕA(r − τi − R)

=
∑
R

eik·RϕA(α
−1r − α−1t − τi − R)

=
∑
R

eiαk·RϕA(r − t − ατi − R)

=
∑
R

eiαk·RϕA(r − τj − R0 − R)

= ϕ jB,αke−iαk·R0

(2.44)

在晶体对称性操作下，原⼦轨道基下的哈密顿量也会有所简化：

HiA, jB(k) =< ϕiAk |Ĥ |ϕ jBk >

=< ϕiAk |P̂†
{α |t }P̂{α |t }ĤP̂†

{α |t }P̂{α |t } |ϕ jBk >

=< ϕi′A′αk |Ĥ |ϕ j′B′αk > eiαk·(RA′0−RB′0)

(2.45)

因此，我们可以得到变换矩阵：

Amn(k) =< ψmk |ϕiAk >=< P̂{α |t }ψmk |P̂{α |t }ϕiAk >=< ψmαk |ϕ jB,αk > e−iαk·R0 (2.46)
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Mkb
mn =< um,k |un,k+b >

=< P̂{α |t }ψm,k |P̂{α |t }ϕn,k+b >

=< e−iαk·tψm,αk |e−iα(k+b)·tψn,α(k+b) >

= Mαk,αb
mn e−iαb·t

(2.47)

由（2.46-2.46）可看出，布⾥渊区中的任意⼀点 k′ 的投影矩阵和交叠矩阵完

全可以由简约布⾥渊区 k点给出。因此在构造原⼦轨道Wannier函数时，只需在

简约布⾥渊区进⾏离散取点即可。

2.4 k · p模型

上⼀章节的讨论指出，利⽤晶体的对称性可将布⾥渊区能带求解的计算⼤

⼤简化。k点对称性越⾼，对应等价的 k′ 的数⽬越多，能带简并度也越⾼。当倒

格⽮远离⾼对称点 k时，因为波⽮群的减⼩，能带的⼀些简并度将会解除。虽然

我们可以通过上述推导得到整个布⾥渊区的能带，但是在⼀些研究中我们关注

的电⼦态只分布在很⼩的⼀个能量范围内。例如半导体研究中的载流⼦主要分

布在导带底和价带顶附近⼤约 kBT 的范围，室温下这个范围约为 26meV，因此

只有很⼩的⼀部分区域的电⼦对导电性有贡献。此时⽤传统的能带计算⽅法并

不能给出精确的导电性，因此 J. Bardeen 和 F. Seitz 与其合作者引⼊了 k · p 微扰

⽅法 (Voon 和 Willatzen, 2009; Liu 等, 2010)。

2.4.1 微扰理论

将 Bloch 波函数 ψnk = eik·runk 带⼊单电⼦薛定谔⽅程得：

[
p2

2m
+
ℏ

m
k · p+

ℏ2k2

2m
+ V(r)]unk(r) = E(k)unk(r) (2.48)

将 unk(r) 在 k = 0 处按照能带波函数展开 unk(r)|k=0 =
∑

n′ Cn′nun′0(r)，再带⼊上

式有：

∑
n′

{[En(0) +
ℏ2k2

2m
]δn′n +

ℏ

m
k · Pn′n}Cn′n = E(k)Cn′n (2.49)

公式（2.49）中左侧 Pn′n =
∫
BZ

dru∗
n0pun′0(r)，第⼆项就是 k ·p微扰项。通过严格

对⾓化哈密顿量便能得到 Enk。如果我们关⼼的能带只有寥寥⼏条且分布在费⽶

⾯附近，那么⽤尽量少的能带对应的等效物理体系来描述复杂的体系正是 k · p
模型的核⼼思想。在考虑⼆阶微扰的过程中，远离费⽶⾯的能带（II）会对费⽶

⾯附近的能带（I）产⽣⼀个⼆阶修正，最终我们可以得到 k · p模型的⼀般形式：
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Hkp
αα′(k) = [En(0) +

ℏ2k2

2m0

]δαα′ +
ℏ

m
k · pαα′

+
ℏ2k ik j

2m2
0

∑
β∈II

{pi
αβpj

βα′[
1

Eα(0) − Eβ(0)
+

1

Eα′(0) − Eβ(0)
]}

(2.50)

其中 α, α′ ∈ II, β ∈ I, i, j = x, y, z。

（2.50）中 k · p 模型哈密顿量的参数原则上可以由对称性严格得到，但是由

于计算复杂，所以我们⼀般都⽤跟第⼀性原理得到的能带拟合来得到。因此通过

不变量理论得到最⼩参数化的 k · p 哈密顿量是最关键的⼀步。

2.4.2 不变量理论

⾸先，我们需要介绍⼏个群论中⼏个重要的定义。设 ψi(i = 1, 2, ..., n) 是群

G 的⼀个 n 维表⽰的基函数，则群元 R 表⽰矩阵 D(R) 的定义为：

Rψi(r) ≡ ψ ′
i (r) ≡ ψi(R−1r) =

∑
j

ψj(r)Dji(R) (2.51)

Dji(R) =< ψj |R|ψi >=< ψj |ψ ′
i > (2.52)

于是定义在向量空间 {ψi} 的向量 x = (x1, x1, ..., xn)T 和哈密顿量 H(k) 满⾜以下

操作：

Rx ≡ x′ = Dx (2.53)

RH(k) ≡ H ′(k) =< ψ ′ |H |ψ ′ >=< ψ ′ |ψ > H < ψ |ψ ′ >= D−1(R)H(k)D(R) (2.54)

如果体系的 k · p 模型哈密顿量对应的体系满⾜ G 群对称性，即具有 G 群的不变

性，则不变量哈密顿量有：

R−1H(R−1k) = D(R)H(R−1k)D−1(R) = H(k) (2.55)

尽管（2.55）式对 G 群中任何⼀个群元都适⽤，但是根据阿贝尔群的特性，我们

只需要考虑⽣群元。⽆论得到群元的表⽰矩阵还是特征标，都可以使⽤不变量理

论。最后哈密顿量可以写成 ki, i = x, y, z 的组合和 n2 个线性独⽴的 Xi 矩阵乘积

形式 (Voon 和 Willatzen, 2009; Liu 等, 2010)。Xi 矩阵又被称作矩阵基，在群元操

作下有如下形式：

X ′
i = R−1Xi = D(R)XiD−1(R) =

∑
j

XjD
(X)
ji (R) (2.56)
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其中 D(X)
ji (R) 就是在群元操作 R 下以 Xi 矩阵为基的表⽰矩阵。我们把 n2 个 Xi

矩阵标号为 X lk, (l, k = 1, ..., n)，则有：

X lk
l′k′ = δll′δkk′ (2.57)

X lk 矩阵在乘法规则下有以下关系：

DimX i′ j′

mn D−1
nj =

∑
m′n′

Xm′n′

i j D(X)
m′n′,i′ j′ (2.58)

将（2.57）带⼊上式即可得到 X lk 的表⽰矩阵：

D(X)
i j,i′ j′ = Dii′D−1

j′ j = Dii′D∗
j j′ (2.59)

从上式可以看出，X lk 的表⽰矩阵 D(X) 可以理解为 D
⊗

D∗ 直积的形式，特征标

为：

χ(X)(R) = |χ(R)|2 (2.60)

⼀般的直积表⽰都可以约化，约化后的不可约表⽰ γ 的表⽰矩阵记为 X(γ)。k · p

模型中 k的多项式也可以构成不可约表⽰ γ 的基⽮，记作 k(γ)。不变量的哈密顿

量可以表⽰为相同表⽰对应的基⽮的乘积：

H(k) =
∑
γ

aγ
∑
l

X(γ)

l
k(γ)
l

(2.61)

其中 aγ 是只跟表⽰有关的参数。有了哈密顿量，我们便可以验证（2.55）式的成

⽴：

H ′(k′) ≡ R−1H(R−1k) =
∑
γ

aγ
∑
l

R−1X(γ)

l
R−1kγ

l

=
∑
γ

aγ
∑
l

(
∑
i

X(γ)
i D(γ)

il
)(
∑
j

(D−1)
(γ)

l j
k(γ)j )

=
∑
γ

aγ
∑
i j

δi jX
(γ)
i k(γ)j

= H(k)

(2.62)
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第 3章 过渡⾦属单硅化合物的第⼀性原理计算

随着拓扑（晶体）绝缘体 (Zhang 等, 2009; Fu, 2011; Hsieh 等, 2012)、拓扑半

⾦属 (Weng 等, 2015) 的发现和拓扑能带论的发展完善，拓扑态的研究已经从电

⼦系统逐渐蔓延到声⼦、光⼦、磁⼦等系统中 (Li 等, 2017; Yao 等, 2017; Lu 等,

2014; Zhang 等, 2018)。在声学系统中，kHz 量级的拓扑态 (Süsstrunk 和 Huber,

2016; Huber, 2016) 在过去⼏年中已经被研究的⼗分⼴泛，但是这些拓扑声⼦都

是在⼈⼯超材料中实现的，对应的声⼦也都是经典波。超材料的发展纵然带动了

拓扑声⼦、拓扑光⼦研究的发展，但是对于凝聚态物理中更重要的参与热导、电

声耦合等过程的声⼦能量都是在 THz 数量级的，是由晶体中原⼦振动产⽣的格

波。相对于电磁波来说，声波虽然没有⾃旋、不会对磁场响应，于是量⼦⾃旋霍

尔效应、量⼦反常霍尔效应这些电⼦系统中重要的拓扑物理并不能直接应⽤于

声⼦系统中。但是拓扑材料中⽆耗散的表⾯态告诉我们，研究晶体中声⼦拓扑的

分类以及寻找拓扑声⼦材料仍然是有意义的事情。2018 年年初，我们组⾸次在

声⼦体系中预⾔了两类“双外尔点”（double Weyl point）(Zhang 等, 2018)，分别具

有三重简并和四重简并两种能带结构，为量⼦极限下拓扑声⼦态的研究开辟了

新的⽅向。

3.1 双外尔点

双外尔点是相对于单外尔点（singleWeyl point）来说的 (Fang等, 2012; Huang

等, 2016)。如图 3.1（a），单外尔点是两条能带相交叉形成的，哈密顿量的最简

单形式可以写为 H = ℏ
2
k · σ。如果分别⽤组成单外尔点的两条能带计算 wilson

loop，则会得到 ±1 的陈数，所以才称这类外尔点为单外尔点。双外尔点，顾名

思义，就是组成外尔点的能带中有陈数为 ±2 的能带。图 3.1（b-d）中展⽰的是

三类双外尔点。第⼀种双外尔点是两条能带简并⽽成的，分别⽤两条能带计算陈

数得到的结果是 +2，-2，因此这是第⼀类双外尔点。第⼆种双外尔点是三重简

并点，其最简哈密顿量为 H = k · L，其中 L 为⾓动量为 1 的旋转表⽰矩阵。分

别⽤三条能带计算陈数得到的结果是 +2，0，-2。因此此类外尔点也被称为双外

尔点，或者⾃旋为 1 的外尔点（“spin-1 Weyl”）。第三种双外尔点是四重简并点，

其最简哈密顿量为 H = I
⊗

k · σ。如果我们⽤两两能带计算陈数，可以得到 +2，

-2。通过模型哈顿量也可以看出，此类双外尔点是由两个⼿性相同的单外尔点重
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合得到，我们又称之为“Charge-2”狄拉克点，区别于之前两个⼿性相反的单外尔

点组⽽成的狄拉克点。我们组⾸次在过渡⾦属单硅化物中发现了如图 3.1（c-d）

两类双外尔点，分别分布在布⾥渊区中⼼和边界。

图 3.1 单外尔点和双外尔点的定义。(a) 图为单外尔点，组成外尔点两条能带的陈数分别为

±1。单外尔点的能带沿着各个⽅向都是线性⾊散，例如外尔半⾦属材料 TaAs 中的外尔

点。(b) 为第⼀种双外尔点，由两条能带交叉⽽成，组成双外尔点两条能带的陈数分别

为 ±2。此类外尔点的能带⾄少在两个⽅向是呈现⼆次型⾊散的。(c) 第⼆种双外尔点，

由三条能带交叉⽽成，组成双外尔点三条能带的陈数分别为 0,±2。这类外尔点的三条

能带沿着各个⽅向都是线性⾊散。(d) 第三种双外尔点，由四条能带交叉⽽成，组成双

外尔点四条能带两两计算其陈数分别为 ±2。此类双外尔点因为由两种⼿性相同的单外

尔点组成，所以又被称作 charge-2 狄拉克点，与⼿性相反的外尔点组成的狄拉克点相

对应。

Figure 3.1 Difinitions for single Weyl points and double-Weyl points. (a) is the single Weyl

point consisting of two bands, (b-d) are three different kinds of double-Weyl points

formed by 2, 3, and 4 bands.
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图 3.2 MSi 家族材料以 FeSi 为例的晶体结构以及声⼦能带拓扑分析。(a) 为 MSi 家族材料

的晶体结构⽰意图，每个原胞中都包含 4个过渡⾦属元素和四个硅元素，(b)为 MSi 家

族材料的布⾥渊区以及沿（001）投影后的表⾯布⾥渊区，(c)FeSi 的声⼦谱和声⼦态

密度，其中橙⾊⽅框中的三重简并点都是 spin-1 类型的双外尔点，紫⾊⽅框中的四重

简并点都是 charge-2 类型的双外尔点，(d)FeSi 中 spin-1 类型的双外尔点，(e)FeSi 中

charge-2 狄拉克点类型的双外尔点。

Figure 3.2 Topological phonons in FeSi. (a) is the crystal structure for MSi family materials,

and (b) is the Brillouin zone. (c-d) are the bulk dispersion for FeSi.
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3.2 过渡⾦属单硅化合物家族：拓扑双外尔声⼦材料
3.2.1 声⼦谱和双外尔点

图 3.2（a-b）为过渡⾦属单硅化合物的晶体结构和布⾥渊区。过渡⾦属单硅

化合物家族包括 FeSi, MnSi, CoSi, ReSi,RuSi。他们都属于 #198号空间群，简单

⽴⽅结构。每个原胞中包含 8 个原⼦，因此对应的声⼦谱中含有 24 ⽀能谱。通

过第⼀性原理计算后，我们得到了 FeSi 的声⼦谱和态密度，如图 3.2（c-d）。在

Γ 点，21⽀光学模式根据其能带表⽰可以写为 Γ = 2A+2E +5T，其中 A、E、T

分别代表⼀维、两维和三维能带表⽰。

图 3.3 FeSi 中外尔点的 Wilson loop 计算结果。(a-c) 为 FeSi 材料中 Γ 点光学⽀第 22、23、

24条能带计算结果，我们可以看到这三条能带所带陈数分别为 +2,0,-2，（d）为 R 点 21

加 22 两条能带的计算结果，所计算的陈数为-2。

Figure 3.3 Wilson loop result for FeSi. (a-c) are the Wilson loop results for the 22nd, 23rd,

and 24th band at Γ point. (d) is the result for the sum of 21st and 22nd band at R point.

三维材料的声学⽀都有三条能带组成，其中⼀条为声学⽀纵波，另外两只为

声学⽀横波。图 3.2（c）所⽰的声学⽀为三重表⽰。通过Wilson loop(Yu等, 2011)

计算三条声学⽀能带后得知，其纵波的陈数为 0，横波对应的陈数为 ±2。此声学
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图 3.4 MSi 材料家族其他材料的声⼦⾊散图。(a-e) 分别是 FeSi、MnSi、CoSi、ReSi、RuSi

的声⼦⾊散图，他们都具有类似的声⼦谱和相同的双外尔点。其中⿊⾊虚线代表考虑

离⼦实带波恩有效电荷后纵波-横波劈裂的计算结果（LO-TO splitting）。

Figure 3.4 Phonon dispersions for the rest of MSi family materials.
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⽀的陈数和上⽂中对 spin-1 weyl 的定义⼀样，因此 MSi 材料家族中的声学⽀都

是 spin-1 Weyl 对应的双外尔点。在此需要强调的⼀点是，所有三维系统的声学

⽀都是 spin-1 Weyl，除⾮有 PT 对称性使得两条横模简并在⼀起。但是由于声

学⽀两条横模的群速度同号，沿着布⾥渊区的任何⽅向都没有打开的能隙，因此

此双外尔点对应的拓扑表⾯态是观察不到的。图 3.2（c）中的 Γ 点光学⽀三重简

并能带放⼤图如图 3.2（d）所⽰。对这三条光学⽀能带进⾏ Wilson loop 计算后

得到陈数为 0,±2 的结果，如图 3.3（a-c）。因此 MSi 材料家族中 Γ 点所有的三重

简并都是 spin-1 Weyl 对应的双外尔点，且受到 C111
3 对称性和时间反演对称性的

保护。图 3.2（c）中的 R 点光学⽀的四重简并点能带图放⼤后如图 3.2（e）。分

别计算两两能带的陈数得到 ±2，如图 3.3（d），对应上⽂中介绍的 charge-2狄拉

克点。在 R 点我们发现所有的能带都是四重简并的，因此 MSi 材料家族中 R 点

都是 charge-2 狄拉克点对应的双外尔点。

这⾥，对于 R 点的双外尔点，我们研究组还提供了⼀种更直接的理解⽅式。

R 点的对称性除了有 C111
3 旋转操作外，还有三个互相反对易的 C ′

2i, i = x, y, z 螺

旋轴操作，且满⾜ C ′2
2i = −1。螺旋操作 C ′

2i 所满⾜的数学规律与半整数⾃旋算符

相同，因此我们可以⽤半整数⾃旋算符来理解 R 点的四重简并。由于半整数⾃旋

操作算符 ±iσx,y,z 对应的最⼩哈密顿量是⼆维的，因此 R 点的简并也⾄少是⼆维

的。但是由于 R 点还具有时间反演对称性，因此三个半整数⾃旋算符还需要与

时间反演算符对易。综上，能满⾜所有条件的半整数⾃旋的表⽰矩阵必须为实矩

阵，对应的最⼩维度为四维。因此 R 点的能带都是四重简并的。又由于时间反演

算符不改变 Weyl 点的⼿性，因此 R 点的双外尔点是由两个⼿性相同的 Weyl 点

重合在⼀起的，对应的陈数为 ±2。MSi 材料家族其他材料的声⼦⾊散如图 3.4。

3.2.2 表⾯态分析

我们在第⼀章节中提到，外尔点⼀个显著的特征是在材料的界⾯会有⽆能

耗的表⾯态。除了⽆能隙这⼀特点，外尔点的表⾯态还有⼀⾮常著名的特点是

呈螺旋态（helical surface state）(Fang 等, 2016)。对于⼀个拓扑平庸的表⾯态来

说，如果画出它的等能⾯，我们会看到⼀个闭合的圈。通过调节表⾯的势，我们

可以将这个拓扑平庸的闭合圈表⾯态消除掉。外尔点在材料中总是成对出现的。

对于外尔点拓扑⾮平庸的表⾯态来说，如果我们画⼀个等能⾯，则可以看到拓扑

⾮平庸的表⾯态从⼀个外尔点的投影点连接到另外⼀个⼿性的外尔点的投影点，

通常这个表⾯态是⼀个开放的曲⾯弧（surface arc）。但是在 MSi 材料家族中，由

于两个⼿性相反的Weyl点分别位于布⾥渊区的中⼼以及边界点，因此 MSi 材料
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家族中的 surface arc 是贯穿于整个表⾯布⾥渊区的。

图 3.5 FeSi 沿着（001）⽅向的表⾯态。（a）为 FeSi 沿着（001）表⾯的表⾯态密度图。（b-d）

是 FeSi 在（001）表⾯不同能量的等能⾯。随着能量从 f1 到 f3 我们可以清楚的看到连

接两个双外尔点的表⾯态在绕着这两个双外尔点旋转。

Figure 3.5 Surface states for FeSi along (002) direction.

如图 3.5（a）是 FeSi 沿（001）⾯的表⾯态态密度图，表⾯布⾥渊区的取点

如图 3.2（b）。在（001）表⾯上，时间反演对称性和晶体平移对称性是唯⼀剩

下的对称性。沿着（001）⽅向投影后，Γ 点的 spin-1 Weyl 投影到了 Γ̄，R 点的

Charge-2狄拉克点投影到了 M̄。由于四个 R 点的投影都是 M̄，因此（001）表⾯

布⾥渊区中四个 M̄ 是等价点。根据上段的分析我们知道，表⾯态会从⼀个外尔

点出发，连接到另外⼀个⼿性相反的外尔点去。图 3.5（b）中 Γ̄ 点是⼿性为正的

双外尔点的投影，M̄ 点是⼿性为负的双外尔点的投影。由于双外尔点陈数为 2，

因此会有两只表⾯态与之相连。我们发现确实有两条表⾯态从 Γ̄ 出发连接到 M̄

点，且由时间反演对称性联系在⼀起。当我们取不同等能⾯的时候，由于表⾯态
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具有螺旋状的特性，会发现表⾯态会绕着 Γ̄、M̄ 进⾏旋转，如图 3.5（b-d）。对于

图 3.6 Weierstrass 椭圆函数。图中红⾊的固体状⾊散对应 MSi 家族 Γ 点的 spin-1 类型双外

尔点，深紫⾊固体状⾊散代表 MSi 家族中 R 点的 charge-2狄拉克型双外尔点。黄⾊曲

⾯状的⾊散代表 MSi 家族中的双螺旋表⾯态。如果我们切⼀个等能⾯，则可以在表⾯

态上切出上图绿⾊的曲线。随着能量的变化，绿⾊的曲线也在绕着两个双外尔点做螺

旋旋转。

Figure 3.6 Weierstrass elleptic function for MSi family materials. The red solid part is the

bulk dispersion for spin-1 Weyl at Γ point, the purple solid part is the charge-2 Dirac

point at R. The yellow sheets are surface states, and the green arcs are surface arcs at

different energy.

图 3.5 中的双螺旋表⾯态，可以⽤Weierstrass椭圆函数（℘）来描述。Weierstrass

椭圆函数在整个 k 空间是可以求解析解的。2016 年 Fang 等⼈指出，外尔点的

表⾯态是和黎曼表⾯的解析函数是同构的，黎曼空间对应的表⾯动量是个虚数

k ≡ kx + iky。对于具有陈数 C 的外尔点，其⾊散同构于具有 C 阶零点（C>0）或

C 阶极点（C<0）的解析函数。MSi 材料家族中对应的能量解析形式为：

ω(kx, ky) ∼ ℘(z; 2π, 2π)

= Imlog[
1

z2
∑
n,m,0

(
1

(z + 2mπ + 2nπi)2
) − 1

(2mπ + 2nπi)2
]

(3.1)
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其中 z 是 Weyl 点投影⾯内的动量，ω 是能量，对应的⾊散图如图 3.6。对于此

Weierstrass 椭圆函数 ℘，在 k+ = (π, π) 点有⼀个⼆阶极点，对应陈数为-2 的双

外尔点，在图中是深紫⾊的⾊散。在 k− 处的⼆阶零点对应陈数为 +2 的双外尔

点，对应红⾊的⾊散。图中黄⾊⼆维的⾊散代表双螺旋的表⾯态，我们可以看到

它们从陈数为 +2 的双外尔点出发连接到陈数为-2 的双外尔点，并且随着能量变

化呈现双螺旋的形状。MSi 材料家族其他材料的声⼦⾊散如图 3.7。

图 3.7 MSi 材料家族其他材料沿着（001）⽅向投影之后的表⾯态计算结果。(a-e) 分别是

FeSi、MnSi、CoSi、ReSi、RuSi 的表⾯态密度计算结果。

Figure 3.7 Surface states for MSi family materials along (001) direction.
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3.2.3 kp model

Γ和 R 点的双外尔点都可以⽤低维有效模型来刻画。在这两点处，⽣成元都

是 C111
3 、C2y |(0, 12,

1
2
)，但是相同的⽣成元在两个 k 点的表⽰矩阵式是不同的。在

Γ 点，双外尔点是三重简并点。因此时间反演算符可以写为：T = κ
⊗

I3×3，其

中 κ 是复共轭算符。在实轨道基下，C111
3 、C2y |(0, 12,

1
2
) 两个操作的表⽰矩阵可以

写为：

C3 =

©­­­­«
0 0 1

1 0 0

0 1 0

ª®®®®¬
C2y =

©­­­­«
−1 0 0

0 1 0

0 0 −1

ª®®®®¬
取到 k ⼀阶的有效哈密顿量为：

H(k) = A · k · L =

©­­­­«
0 ikz −iky

−ikz 0 ikx

iky −ikx 0

ª®®®®¬
其中 L 为⾓动量为 1 的表⽰矩阵。

对于 R 点来说，双外尔点是四重简并点，因此时间反演算符要写成 T =

κ
⊗

I4×4 = κσ0

⊗
σx 的形式。取⽣成元 C111

3 、C2x |(12,
1
2
, 0)。对于 C2x |(12,

1
2
, 0) 来

说，其在 R 点的表⽰矩阵可以写为:

C2x = iσz

⊗
σz =

©­­­­­­­«

0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

ª®®®®®®®¬
C111
3 的表⽰矩阵稍微复杂⼀些，为：

C111
3 =

©­­­­­­­«

cos( π
12
) cos( π

12
) sin( π

12
) sin( π

12
)

sin( π
12
) −sin( π

12
) −cos( π

12
) cos( π

12
)

−sin( π
12
) −sin( π

12
) cos( π

12
) cos( π

12
)

cos( π
12
) −cos( π

12
) sin( π

12
) −sin( π

12
)

ª®®®®®®®¬
经过⼳正变换后，可以得到块对⾓的表⽰矩阵：

C111
3 =

©­­­­­­­«

e−i
π
12 e−i

π
12 0 0

ie−i
π
12 −ie−i

π
12 0 0

0 0 ei
π
12 ei

π
12

0 0 −iei
π
12 iei

π
12

ª®®®®®®®¬
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所以得到 R 点的低维有效模型为：H(k) = B ©­«
k · σ 0

0 k · σ
ª®¬

图 3.8 ⾼分辨⾮弹性 X 射线散射测量 FeSi 声学⽀双外尔点的结果。（a）为 FeSi 理论计算

的声⼦能带图，（b-c）是 FeSi 沿着不同动量⽅向的实验数据。对⽐（a-b）中我们可以

得知理论预⾔ FeSi 声学⽀双外尔点的正确性。图⽚取⾃ (Miao 等, 2018)

Figure 3.8 Experimental results for FeSi by high-resolution inelastic X-ray scattering.

3.2.4 实验验证

声⼦系统中的拓扑有多种测量⽅法。其中对体态拓扑能带的测量⽅法有中

⼦散射、X 光散射、拉曼散射等等，对表⾯拓扑声⼦态的探测可以⽤⾼分辨率

电⼦能损失谱（HEELS）、He4 散射等。2018 年布鲁克海⽂国家实验室（BNL）

Mark 等⼈⽤⾼分辨率的⾮弹性 X 射线散射（inelastic X-ray scattering, IXS）探测

到了 FeSi 中两种双外尔点，验证了我们组的理论预⾔，为拓扑声⼦物理的发展

起到了推动作⽤。

图 3.8（a）是第⼀性计算结果，图 3.8（b-c）是 IXS沿着 Γ−M −Γ和 Γ−R−Γ

两个⽅向探测到的声学⽀双外尔点。实验结果显⽰在这两条不等价的路径上，声

学纵模和声学横模是分开的，但是两条声学横模靠的很近，这跟第⼀性计算的结

果相⼀致。图 3.9（a-b）是 IXS测得的 R 点双外尔的实验数据和第⼀性原理计算

的对⽐图。由于实验测量温度为室温，声学模式相对于第⼀性计算的结果有“红

移”现象，因此在图 3.9（a-b）中第⼀性原理计算的能带数据是乘以⼀个重整化
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因⼦ 0.8 的结果。图 3.9（a-b）显⽰ IXS 的实验测量结果和乘以重整化因⼦的第

⼀性计算的结果⾼度吻合，从⽽验证了我们组预⾔拓扑声⼦的正确性。

图 3.9 ⾼分辨⾮弹性X射线散射测量 FeSi 声学⽀双外尔点的结果。（a-b）为 FeSi 在 Γ−R−Γ
⽅向上的实验数据，其中绿⾊、红⾊虚线为第⼀性计算结果乘以了 0.85 的重整化系

数。（c-d）分别是动量点（4.26,0.26,0.26）和（4.5,0.5,0.5）的实验结果。（e）是 FeSi

在 R 点附近理论计算乘以 0.85 重整化系数后的结果。（f）为⾼分辨率⾮弹性 X 散射沿

着不同动量⽅向的实验数据。图⽚取⾃ (Miao 等, 2018)

Figure 3.9 Experimental results for FeSi by high-resolution inelastic X-ray scattering.

⾼分辨率的⾮弹性 X 射线散射虽然可以对声⼦体态中的拓扑进⾏有效的验

证，但是由于其穿透深度较⼤，所以⽆法分辨出拓扑的表⾯态。因此希望今后可

以有⾼分辨率电⼦能损失谱（HEELS）、He4 散射等实验组继续关注拓扑声⼦的

表⾯态研究，早⽇完成对 MSi 家族中声⼦拓扑表⾯态的验证。另外此次⾼分辨

率的⾮弹性 X 射线散射对⾼频拓扑声⼦谱的探测有所⽋缺，没有探测到最⾼频

率处的两个双外尔点。因此希望中⼦散射、X光散射、拉曼散射等等可以对⾼频

处的双外尔点的研究继续跟进、研究并验证。
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2017年拓扑“词典”⼯作在拓扑材料领域产⽣了巨⼤的反响 (Song等, 2018b,a;

Khalaf等, 2018)，并使⾼通量且全⾃动判断拓扑材料成为可能。2018年年初，本

课题组就利⽤拓扑“词典”⼯作的结果，设计出了⼀套可以⽤于⾼通量计算的⾃动

判别拓扑材料的流程 (Zhang 等, 2019)。在这个⾃动化流程中，有⼀些列的逻辑

判断和对应的结果输出，最终可以将⼀个材料分类为磁性材料、常规⾦属、⾼对

称点拓扑半⾦属、⾼对称线拓扑半⾦属、⼀般点拓扑半⾦属、拓扑绝缘体和拓扑

晶体绝缘体。对于拓扑晶体绝缘体，我们组还对齐进⼀步进⾏了细分。利⽤这个

⾃动化判别⽅法，我们组扫描了共约四万种实验上合成过的⽆机晶体材料，并发

现将近九千种是拓扑的。这近九千种拓扑材料不仅包含之前物理学家们找到过

的拓扑材料，更多的是未被发现的新拓扑材料。⼤批量的拓扑材料为交叉学科的

发展以及拓扑材料的应⽤提供了⾮常好的平台。

4.1 拓扑材料分类

我们在第⼀章中介绍了有能隙系统的拓扑分类以及⼀些拓扑半⾦属的分类。

在此章节，为了⾼通量计算时⽅便判别，我们对拓扑半⾦属按照新的规则进⾏了

分类。这个新的规则便是拓扑能带交叉点出现在布⾥渊区中的位置，能带交叉

点指的是最⾼占据态能带和最低⾮占据态能带的交叉。如果拓扑能带交叉点在

布⾥渊区⾼对称点上，则我们称之为⾼对称点拓扑半⾦属（high-symmetry point

semimetal）。如果拓扑能带交叉点出现在某条⾼对称线上，则我们称之为⾼对称

线拓扑半⾦属（high-symmetry line semimetal）。如果拓扑能带交叉点出现在⾮⾼

对称的 k点，则我们称之为⼀般点的拓扑半⾦属（generic momentum semimetal）。

如图 4.1 为⼏种绝缘体和拓扑半⾦属分类的⽰意图，其中红⾊的能带代表

最⾼占据态，蓝⾊的能带代表最低导带。对于图 4.1（a）来说，布⾥渊区中每

个 k 点的最⾼占据态和最低⾮占据态之间都有⼀个能隙（full gap），通常我们根

据能隙的⼤⼩称此类材料为绝缘体或者半导体。图 4.1（b）展⽰的为“补偿半⾦

属”（compensation semimetal），此类体系中虽然也有 full gap，但是由于最⾼导带

在布⾥渊区某处有个电⼦型（空⽳型）费⽶⾯，因此最低导带为了满⾜电中性需

要在某处有个空⽳型（电⼦型）费⽶⾯。对于（a-b）两种分类的材料，我们会利

⽤对称性指标公式对其进⾏进⼀步的拓扑分类为拓扑绝缘体和拓扑晶体绝缘体。
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对于拓扑晶体绝缘体，我们还可以利⽤对称性指标公式和“拓扑字典”来对他们进

⾏进⼀步的拓扑分类。

图 4.1 占据态和⾮占据态的定义。(a-e)中蓝⾊能带代表最低⾮占据态，红⾊能带代表最⾼占

据态。(a) 代表绝缘体或者半导体，在整个布⾥渊区中最⾼价带和最低导带之间是开能

隙的。(b)代表补偿半导体，对应的材料往往有⽐较⼤的电⼦⼜袋或者空⽳⼜袋。(c)是

拓扑半⾦属在布⾥渊区中的典型能带交叉，(d-e) 代表奇数电⼦系统中有空间反演和⽆

空间反演时候的能带交叉形式，绿⾊点代表时间反演不变点。

Figure 4.1 The definition for occupied bands. The blue bands in (a-e) are the highest occupied

bands and the red ones are the lowest conduction bands.

图 4.1（c-e）是三种拓扑半⾦属分类的情形。其中（c）展⽰的是⼀个拓扑能

带交叉点。（d）展⽰的是有奇数个电⼦且有空间反演和时间反演对称性的体系，

由于 PT 会使布⾥渊区中⾃旋向上和⾃旋向下的能带处处简并，因此此类系统

是在布⾥渊区中处处简并的“拓扑半⾦属”。（e）图展⽰的是有奇数个电⼦且有时

间反演对称性、但⽆空间反演对称性的系统，由于缺失 PT 对称性，因此系统⾃

旋向上和⾃旋向下的能带只会在布⾥渊区时间反演不变点简并，属于⾼对称点

拓扑半⾦属分类。由于（d-e）两类具有奇数电⼦体系的拓扑分类已经明确，因

此我们将具有奇数电⼦的材料放到常规⾦属分类中不再对其进⾏计算。

4.2 拓扑电⼦材料的⾼通量计算

4.2.1 ⾃动化算法流程

为了⾼效率进⾏⼤数据计算，我们组设计了⼀套计算有时间反演对称性的

任意空间群的⾃动化流程，如图 4.2。其中绿⾊梯形部分代表数据处理模块、绿

⾊菱形代表逻辑判断模块、橙⾊平⾏四边形代表输出结果（判断材料拓扑性质的

结果）模块。对于任⼀有时间反演对称性的材料，经过此流程后便可得到确定的

拓扑分类结果。具体步骤如下：

• 第⼀步，从开源数据库 Materials pro ject ⽹站下载具有 ICSD 标签的材

料。如果⼀个材料具有 ICSD 标签，说明这个材料曾经被实验室合成过、或者被
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图 4.2 ⾼通量计算流程。对于⼀个有 ICSD 标号的材料，我们现在 Materialspro ject ⽹站

(Jain 等, 2013) 上查看其总磁矩是否⼩于 0.1µB，如果是的话可将其认为是⾮磁性材料

进⼊下⼀个流程。对于奇数个电⼦的材料因为具有固定的能带结构和拓扑分类，我们

先将其删选出来标记为常规⾦属。对于剩下的材料再进⾏结构规范化之后，我们对其

进⾏了考虑和不考虑⾃旋轨道耦合两种情况的第⼀性原理计算（只计算布⾥渊区中⼏

个⾼对称点）。得到布⾥渊区⾼对称点上的对称数据后就可以进⾏拓扑分类了。利⽤相

容性关系和对称性指标，⼀个材料可以被分类为普通绝缘体、⾼对称点拓扑半⾦属、⾼

对称线拓扑半⾦属、⼀般点拓扑半⾦属、拓扑绝缘体和拓扑晶体绝缘体这⼏类。

Figure 4.2 Flowchart for the high throughput calculations. Firstly, we download materials

with ICSD number from Materialspro ject website, and then throw the ones with a

magnetic moment larger than 0.1µB and a total number of odd electrons away. After

symmetrizing and standardizing the structures, we put all the rest materials into first-

principle calculations.
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理论计算报道过 (Brown和 Altermatt, 1985)。在这⼀过程，我们从 133691种的晶

体材料中删选出了 39519 种具有 ICSD 标签的材料。

• 第⼆步，从 39519 种晶体材料中筛选出总磁矩⼩于 0.1µB 的材料。因为我

们使⽤的对称性指标公式都是在有时间反演对称性情况下的，因此剔除有磁性

的材料⾄关重要。在这⼀步，我们总共筛选出 10348 个总磁矩⼤于 0.1µB 的材

料，剩下的材料进⾏下⼀步计算。

• 第三步，判断材料中总电⼦数是否为奇数。如果材料中总电⼦数是奇数，

根据我们之前的讨论，此材料的拓扑分类已经明确。因此我们就不再对这些材料

进⾏进⼀步的拓扑分类。这⼀过程总共剔除 2483 个电⼦数为奇数的材料。

• 第四步，删掉所得空间群与 Materials pro ject ⽹站上不符的材料，并对

材料结构进⾏规范化。对于⾼通量计算来说，数据的规范统⼀是⼗分重要的。例

如对于 Ci 点群的材料来说，空间反演中⼼在坐标原点与否会使得计算的对称性

指标得出不同的结果。因此在这⼀步，我们将相空间群（点群）的同⼀操作都沿

着相同的⽅向放置。经过这⼀步，我们得到 26688 个材料。

• 第五步，进⾏第⼀性原理计算，其中包括考虑⾃旋轨道耦合的计算和不考

虑⾃旋轨道耦合的计算，且只计算布⾥渊区 4-8个⾼对称点上的波函数。对于⼀

些“轻”元素，例如碳、氢等，其⾃旋轨道耦合强度⼗分⼩。所以我们在研究的材

料费⽶⾯附近能带由这些“轻”元素构成时，不考虑⾃旋轨道耦合效应是更合理且

更“物理”的做法。例如⽯墨烯的成分组成只有碳元素，由于⾃旋轨道耦合效应打

开的能隙只有 10−6ev，因此我们在讨论⽯墨烯的时候更喜欢将其作为狄拉克半

⾦属来讨论，这时是不考虑⾃旋轨道耦合效应的。

• 第六步，进⾏⾼对称点半⾦属的判断。鉴于对称性指标理论是建⽴在⾼对

称点的占据态能带空间的，因此对⾼对称点上能带简并的判断是显⽽易见的事

情。如果布⾥渊区⾼对称点处有⼀个部分占据的⾼维能带表⽰，则说明此材料是

⾼对称点拓扑半⾦属。在⾮⾃旋轨道耦合时，我们共判别 5508 种此类拓扑半⾦

属；对考虑⾃旋轨道耦合时情况，我们共判别出 2713 种此类拓扑半⾦属。

• 第七步，进⾏⾼对称线半⾦属的判断。在这⼀步我们使⽤了 2017 年拓扑

量⼦化学中提到的相容性关系。如果⼀个材料⾼对称点上的能带表⽰满⾜相容

性关系，则此材料在⾼对称线上是有开能隙的。如果不满⾜，则我们不但可以

知道此材料在⾼对称线上会有能带交叉，还可以知道能带交叉出现在哪条⾼对

称线上。在这⼀步，对于考虑和不考虑⾃旋轨道耦合情况下，我们分别判别出

2292、3269 种⾼对称线拓扑半⾦属。
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• 第⼋步，判断材料是否有⾮平庸的对称性指标。如果没有，则输出为普通

绝缘体；如果有，则进⾏下⼀步判断。

• 第九步，使⽤对称性指标公式来进⼀步做拓扑分类，此步需要对考不考虑

⾃旋轨道耦合两种情况分开来讨论：

对于不考虑⾃旋轨道耦合的体系，对称性指标判断的都是拓扑半⾦属。

通过第七步我们得到满⾜相容性关系的材料。虽然这些材料在⾼对称点和⾼对

称线上没有能带交叉，但是还有可能在⼀般位置的 k 点有能带交叉。此时使⽤

对称性指标公式进⾏判断，如果对称性指标⾮零则该材料是⼀般点拓扑半⾦属，

如果对称性指标为零则为普通绝缘体。在这⼀步，我们共判别出 112种⼀般点拓

扑半⾦属。

对于考虑⾃旋轨道耦合的体系，使⽤对称性指标对其进⾏拓扑绝缘体/拓

扑晶体绝缘体的分类。如果对称性指标为零，则同样将改材料标记为普通绝缘

体；如果对称性指标不为零，则查询“拓扑字典”再将该材料进⾏拓扑绝缘体/拓

扑晶体绝缘体的分类。在这⼀步，我们共判别出 1814种拓扑绝缘体和 1237种拓

扑晶体绝缘体。

4.2.2 ⾼通量计算结果

图 4.3 拓扑材料数据库⽹站。在元素周期表中点击任意多个元素便可得到所有包含这些元素

的材料组合，并得知这些材料的 ICSD 信息、化学式、材料结构、能隙⼤⼩、对称性指

标以及拓扑分类等信息

Figure 4.3 All the data are searchable and available at our topological materials website.
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在上⼀节介绍的⾼通量计算中，我们在⾃旋轨道耦合体系共判别出了 5005

种拓扑半⾦属、1814 种拓扑绝缘体和 1237 种拓扑晶体绝缘体，在⾮⾃旋轨道

耦合体系判别出了 8889 种拓扑半⾦属。数⽬如此庞⼤的拓扑材料，如何呈现给

凝聚态领域的研究者们供其使⽤呢？在 2018 年夏，我们组联合中科院计算机⽹

络信息中⼼的黄⽼师研究组，建⽴了世界上⾸个开源拓扑材料数据库⽹站http:

//materiae.iphy.ac.cn来供科研⼯作者们查询使⽤。⽹站主页如图 4.3 所⽰。

只要随意点击元素周期表中的任意⼏个元素，便可以得到所有含有这些元素的

拓扑材料以及对应的拓扑分类信息。

在http://materiae.iphy.ac.cn⽹站中，我们还给出了每⼀种材料的 ICSD

信息、化学式、材料结构、能隙⼤⼩、对称性指标以及拓扑分类等信息。对于拓

扑材料来说，我们还计算了该材料的能带图和态密度图供研究者们查阅。⾮拓扑

材料的能带图和态密度正在陆续更新中。有了这个拓扑材料⽹站，任何⼈都可以

查阅其感兴趣的材料是否有拓扑性质以及对应的具体拓扑信息是什么。接下来，

我将在五个拓扑分类中各找⼀个代表材料来详细解释⾼通量的计算结果，如图

4.4。

图 4.4（a，j）为⾼对称点拓扑半⾦属代表 BaPPt 的能带图以及布⾥渊区中

能带路径的⽰意图。根据上⼀⼩节的定义，如果某个材料的最⾼占据态能带和最

低导带在某⼀⾼对称点同属于⼀个⾼维表⽰，那么这个材料被称作⾼对称点拓

扑半⾦属。BaPPt 中⾼对称点 Γ、R 在费⽶⾯附近分别都有个部分占据的多重简

并能带，所以被称为⾼对称点拓扑半⾦属。Γ 点部分占据的四重简并能带放⼤图

在 4.4（f）中，R 点部分占据的六重简并能带图放⼤在 4.4（g）中。

图 4.4（b，k）为⾼对称线拓扑半⾦属代表 BaC20（不考虑⾃旋轨道耦合）。

根据相容性关系计算显⽰，X − Γ、Γ − R、M − Γ 这三条⾼对称线上有能带反

转。BaC20 的空间群为 #223（Pm3̄n），由于具有 TP 对称性，因此 X −Γ、Γ− R、

M −Γ这三条⾼对称线上的能带交叉点必然属于 nodal line/ring的⼀部分，也就是

说 BaC20 是 nodal line/ring拓扑半⾦属。经过进⼀步计算分析后，我们发现 BaC20

中有 9个围绕着 Γ 点的 nodal ring，如图 4.5。由于 Pm3̄n 在 ki = 0, (i = x, y, z) 三

个垂直于倒空间基⽮的平⾯内都有镜⾯对称性，所以 4.5（a）中三个互相垂直且

等价的 nodal ring是由这三个镜⾯保护的。图 4.5（b）中有六个半径稍⼤的 nodal

ring，它们受 ki ± k j = 0, (i, j = x, y, z, i , j) 所在平⾯的滑移镜⾯保护，且互相

等价。

图 4.4（c，l）为⼀般点的拓扑半⾦属（不考虑⾃旋轨道耦合）能带图以及布
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图 4.4 五类拓扑材料代表。（a，j）为⾼对称点拓扑半⾦属 BaPPt 的能带图以及布⾥渊区中

能带所选取的路径，Γ 点和 R 点的多重简并点放⼤图在（f，g）中。（b，k）为⾼对称线

拓扑半⾦属 BaC20 的能带图及布⾥渊区中能带所选取的路径，在放⼤图（h）中可以看

到 X − Γ − M 路径上均有⼀个能带交叉点。（c，i）为⼀般点拓扑半⾦属 Sr2NiOsO6 的

能带图及布⾥渊区中能带所选取的路径，（d，m）为强拓扑绝缘体 NaCuO 的能带图以

及布⾥渊区中能带所选取的路径⽰意图，（e，n）为拓扑晶体绝缘体 Zr(TiH2)2 的能带

图以及布⾥渊区中能带路径的选取，在放⼤图（i）中可以看到该材料有个约为 10meV

的能隙。

Figure 4.4 Five candidates for high-symmetry point semimetal, high-symmetry line semimetal,

generic momentum semimetal, topological insulator, and topological crystalline insula-

tor.
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图 4.5 BaC20 中九个 nodal ring的分布⽰意图。（a）中为 ki = 0, (i = x, y, z) ⾯内三个等价的

nodal ring，（b）为 ki ± k j = 0, (i, j = x, y, z, i , j) 所在平⾯内 6 个半径稍⼤且互相等

价的 nodal ring。

Figure 4.5 Configuration for 9 nodal rings in BaC20.

⾥渊区中能带路径的⽰意图。根据上⽂中的定义，⼀般点拓扑半⾦属是指能带交

叉点在⾮⾼对称点和⾮⾼对称线上的拓扑半⾦属。图 4.4（c）显⽰ Sr2NiOsO6 在

⾼对称点和⾼对称线上最⾼价带和最低导带都没有能带交叉，因此 Sr2NiOsO6

是⼀般点的拓扑半⾦属。

图 4.4（d，m）是强拓扑绝缘体 NaCuO 的能带图以及布⾥渊区中能带路径

的选取。此材料所属空间群没有空间反演对称性，因此不能⽤ Fu-Kane公式来判

断是否为强拓扑绝缘体。但是由于 S4 对称性的存在，因此我们在对 NaCuO 是否

为强拓扑绝缘体的判别中可以使⽤新的对称性指标公式 (Song 等, 2018b; Khalaf

等, 2018)。通过能带图我们可以发现，Γ 点有三次能带反转，⽽其他⾼对称点却

没有能带反转，这也佐证了 NaCuO 为强拓扑绝缘体。

图 4.6 227 号空间群对称性指标表。Z2,2,2,4 = (0002) 有两组可能的拓扑不变量。

Figure 4.6 Indicator table for space group 227.

图 4.4（e，n）为拓扑晶体绝缘体代表 Zr(TiH2)2。根据计算结果显⽰，此材
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料的对称性指标为 Z2,2,2,4 = (0002)。根据对称性指标理论 (Song等, 2018b; Khalaf

等, 2018) 显⽰，此对称性指标对应的可能的拓扑不变量有两组，如图 4.6。这两

组拓扑不变量中 m010 对应的镜⾯陈数不同，因此只要在做⼀步 m010 镜⾯陈数

的计算便可唯⼀地确定 Zr(TiH2)2 材料的各个拓扑不变量。图 4.7（a）为倒空间

m010 ⾯以及镜⾯的两个基⽮。Wilson loop 计算结果显⽰ m010 ⾯的镜⾯陈数为 0，

如图 4.6（b），也就是说系统的拓扑不变量对应 Z2,2,2,4 = (0002) 中的第⼀组。这

组不变量还告诉我们 Zr(TiH2)2 中有 C011
2 、空间反演、C ′

4、滑移⾯和时间反演对

称性保护的拓扑晶体绝缘体态。如果把晶体做成⼀个正⽅体，那么在正⽅体的各

个棱上将会存在⼀维的棱态。在 (11̄0)、(110) 这两个⾯内，由于滑移对称性的存

在，晶体表⾯将会出现沙漏形状的表⾯态。

图 4.7 Zr(TiH2)2 中的拓扑晶体绝缘体态。（a）中黄⾊平⾯为 m010，G1、G2 为镜⾯内的两个

基⽮，（b）为镜⾯内Wilson loop的计算结果，（c）为⽴⽅形状样品中的⼀维棱态，（d）

为不同表⾯对应的⼆维沙漏型状的表⾯态。

Figure 4.7 Topological crystalline insulator states in Zr(TiH2)2. (a) is the Brillouin zone for

Zr(TiH2)2, and the yellow plane is the mirror plane. (b) is theWilson loop calculation for

the mirror plane in (a). (c-d) are the topological crystalline insulator states in Zr(TiH2)2.
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第 5章 总结和展望

本论⽂主要介绍了我在博⼠期间的四个理论及计算的⼯作，这四个⼯作根

据研究体系的不同可以分为两类：第⼀类是讲拓扑能带论应⽤到声⼦体系并在

实际材料中发现了两种声⼦双外尔点；第⼆类是电⼦体系拓扑能带论的研究和

⾼通量计算，具体是参与了对称性指标公式的导出以及主导拓扑电⼦材料的⾼

通量计算和判别。

在第⼀类⼯作中，我们在 MSi 过渡⾦属单硅化合物家族材料中发现有两类

双外尔点。第⼀类是在 Γ 点的三重简并点，因为其低维有效模型可以⽤⾃旋为 1

的⾓动量算符做⼀阶展开，因此也被称作 spin-1外尔。这类双外尔点受时间反演

和 C111
3 对称性保护。第⼆类是 R 点的四重简并点，因其低维有效模型是两个⼿

性相同的外尔点直和的形式，因此也被称作 charge-2狄拉克点，与⽯墨烯中两个

⼿性相反组成的“charge-0”狄拉克点相对应。此类双外尔点受时间反演对称性和

C ′
2 螺旋操作对称性保护。这两类双外尔点在我们理论预⾔不久后便被实验验证。

在第⼆类⼯作中，我们先是对对称性指标进⾏了解释。在不考虑⾃旋轨道耦

合的系统，对称性指标对应着⼀系列拓扑半⾦属；在考虑⾃旋轨道耦合的系统，

对称性指标对应拓扑绝缘或拓扑晶体绝缘体。然后我们给出了对称性指标的具体

公式，告诉⼤家如何⽤布⾥渊区⾼对称点上的对称性数据来判断体系拓扑。最后

利⽤对称性指标公式计算了材料库中所有实验上和合成过的⾮磁性晶体材料，并

将判别出的近 9000 中拓扑材料数据同步到⽹站上http://www.materiae.iphy.

ac.cn。因为我们所研究的体系是有时间反演的体系，因此所有的磁性材料都没

有在计算的范围内。所以接下来⾮常显然的研究⽅向便是解决破坏时间反演对

称性的磁性材料体系中拓扑态的判别和寻找拓扑磁性材料。另外可以做的事情

是寻找具有奇异物性的拓扑材料，例如在http://www.materiae.iphy.ac.cn拓

扑材料数据库中寻找已有的超导材料、热电材料等，进⽽拓展拓扑和其他物理领

域的交叉领域。
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