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用叠加原理推证圆环变形时环上

任意点的位移公式

彭 美 簇

�机 械 系 �

摘 要

本文根据 圆环 变形的假设条件
,

用叠加原理推证圆环 变形时环上任意点的位移

公式

关键饲
� 叠加原理 , 圆环变形

,

位移
。

清华大学工程力学教研组振动组编著的
“
机械振动

” 一书
,

讨论圆环振动分析圆环变形

时只简单地给出环上任意一点
� 的位移公式

,

没有给出详细 的推导过程
,

又没有指出 公式 的

出入之处
,

无法查找公式的推 导
,

给教学带来一定的困难
。

本文根据圆环变形的假设条件
,

用叠加原理推导出环上任意一点
� 的位移公式

。

所谓圆环
,

指的是如例 � � �所示的旋转体
,

它 的截面形状不限
,

但显然圆环是等截面

的
。

为了推导圆环变形时环上任意点的位移公式
,

首先要建立圆环的座标系和圆环的几何及

力学假设
。

么么么 子 �蛋蛋
明明

� 一万万 � 不不
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傅 了

圈 环 座 标

本文��� �年 ��月�日收到
,



一
、

圆环座标系

以圆环变形前各截面重心所在的平面和对称轴即旋转轴的交点为座标原点
,

以对称轴为

�轴
,

建立空间固定的柱座标系� � 
,

环上任意点
� 的位置可以用它在变形前的座 标 �

,

�
,

�来确定
,

而环的轴线 �即截面重心连线 � 上各点的位置用座标�就可以确定 �请见图 � �
。

因此
,

圆环的变形状态可 以由轴线上各点沿当地的 �
、

�
、

�三个方 向的位移分量
� 、 � 、 � 以

及过
�
点的截面绕轴线的转角甲所完全确定

。 � 、 、 、

� 和甲是 �和时间�的函数
,

它们 的 正 方

向如图 � � � 所示
。

二
、

几何与力学假设

� � � 圆环的截面尺寸比圆环的平均半径
�
要小得多

。

� � � 平截面假设
,

圆环振动时变形是微量变形
,

过 �轴的平面与圆环 相截的截面 � 以

后所述的截面皆指这种截面 � 在变形过程中仍保持平面
,

且始终与当时的圆环轴线的切线垂

直
。

� � � �
� ,
�
� � �

,

即截面没有挤压
,

拉伸变形
。

� � � 丫
� � , 丫 � � � � ,

即截面没有角变形
�

根据上述假设
,

当圆环轴线上各点同时有位移
� 、 � 、

� 及截面绕圆环轴线的转角甲 时
,

环 上任意一点
� 的位移

� 。 , � 。 、

� �

可以视为圆环轴线上各点单独有位移
� 、 � 、

� 和截面绕圆

环 轴线的转角甲时
,

点
� 的位移

� 。 , � � , � �

的叠加
,

这就是叠加原理
,

叠加原理只能用于 线

性系统
。

具体推导如下
�

� � �设圆环轴线各点只
�
有位移

, � 、

� 及过各点的截面转角甲
� 。

任取轴线上一点
� ,

则
� 的位移 � 。 � � , � 。 � � , � 。 � � 以及过 �

点的截面转角甲
二 。 ,

如图

� 所示
。

田矫抽线尸夕
图 �

由于
� 。 � � , � 。 � � 。 二 甲� � 。 ,

圆环可视为刚 体绕轴�转动了于角度
,
� �
一圆 环 轴线



的半径 � 即截面� �旋转
�
�� 角度

,

转到截面 �
产
�, 的位置

,

截面 � �上
� 、 � 两点就旋转到截

面�
, � ,
上的

� , 、 � , 两点上
。

因为
� � 尹 � �

则
。
点的

�
向位移为

· 。 � ·

一乒
�点的 �向位移显然为

� 。 � � � 二 。 � � �

� 点的 � 向位移显然为�
。 � � 。 二 。 � � �

式中� 为任意点� 的 � 座标
。

� �  设圆环轴线各点只 有
�
位移

, � 、 � 及过各点的截面转角甲等于零
。

任取轴线上一点
� ,

则
� 的位侈

� 。 � � 、 、
一

。 二 � , � 。 � 。及过
�
点的截面 � �的转角甲

� � 。 。

这时圆环轴线形状不再是圆因
� �
�� � �

,

但仍是平面曲线
。

如图 � 所示

解冶泌
陀�闪

月漱

图 �

因
�
点的位移

。 。 二 � 、 � 。 � 。 、

� 。 二 。及 �
点的截面 � �的转角甲

。 二 。 ,

所以截 面 � � 可 以

认为是沿着矢径 �平移及绕
� 尹
点的�轴旋转到达图 � 所示的�

产
�, 位置

。

截面 � �的这 种移动

给截面 � �上任意点�带来
�
向的附加位移

� ‘ 。 ,

求法如下
�

截面� �上
� , �

两点分别移动到截面 �
了
�, 的�,

,

�, 两点上请见图 � � �
,
�, 的 � 座标如

下

� � � � �

将 � 对�微分则得
� , � � � � 习 � � � � � � � �

尸 ‘ 下丁 � 一 一

—下
�

石厂� � 认 �

口 口 口 � 口 �
� � �

截面人
尹 �产法线即圆环轴线上

� 产的切线与
� 夕
点矢径的夹角甲

�
� � � ‘ � �

甲 � 己 � � � 匕 丁万
尸

从图示的几何关系得
�

� � 甲 一 � �

过�, 点作矢径 �的平行线交
� 成
点的切线于 �点

,

� � �

则 �
� 尹
线段可近似视为圆环轴线上。的

�
位移引



起截面� �上任意点�的”向附加位移量
� 。。。

则得

� 。 � � �� 一 � �� � � � � � � ,

�

一
下 百万 ‘� 一 � � � � �

�截面�
产� 尸在其他方位时也得同样结果

,

这里从略 �

式中� 一
�
点未变形前的固定空间柱座标的 �座标

。

�
一圆环轴线半径

。

由假设条件 � � � 式可取下面近似值

� 。。 � 一生 契
〔� 一 �

介 �
� 口 口

一

� 韶
‘卜 “’

� � �

所以
�
点的

�
向位移

�
点的

�
向位移

� 刁 ”
,

一
‘

� � � � � 十 � � � 二 一
石不、〔� 一 找 �

� 口 �
� � �

� � � �

�
点的� 向位移

� � 士 � � � �

�略去微量

� � � � � � � � � � �

� 。 � 设圆环轴线各点只有 �位移
, � 、 � 及过各点的截面转角中等于零

。

此时圆环轴线的形状如图 � � �所示
,

为空间曲线
,

但在日�座标面的投影仍是 圆
。

任 取

圆环轴线上一点
� ,

则 � 。 � � , � 。 二 。 , � 。 � � 及过 �点的截面� � 的转角小
。 二 。 。

为便于理 解

在圆环�
� 。
处将圆环轴线切断展成平面曲线如图 � � �

,

由图 � � �可见 轴线变形后
� ‘
点的截面

� 尹� 尹可以认为是
�
点的截面� �沿过

�
点处的� 方 向平移和绕过

� ‘

点平行 � 矢径的直线旋转 时

结果
。

这种结果给截面� �上任意一点
� 带来

。向的附加位移
� � � 。

过
�
点作�座标的平行 线 与

过� �� 点 �座标 �的
� 轴交 �点

,

则
� �线段等于

、
一

二 �
。

�, 点切线与� 轴的夹角日

改犷洲洲了
。

���
���
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旦�
一

、 �
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图 � � � 所示的
�
角
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所以
� 二 , � � ,

� 二 一 �
、

� � � � � 一 �
, � 习 、、

一 �二二二
一 ‘奋 一— 一一 一 �

一 � 习 目
� � � �

�略去微量 �

�截面A
zB 产处于其他方位 时也能得同样的结果此处从略 )

~
、 .

‘
,

_ 、
, 、

2 a w

肌以a息阴v l叫性移
V a = v 。 十 、 a

w 二 一 二
- ~

认
.
石

1 口 V
( 1 4 )

a
点的w 向位移w

a
“ W

。 =
W

(
1 5

)

( 略去微 量 )

a
点的

u
向位移

ua = u e= o ( 1 6 )

( d ) 设圆环轴线各点的位移
u = v = w 二 。 ,

只有过各点的截面A B C D 的转角冲今
。 。

任取轴线上一点
e ,

则 u
。 二 v 。 =

w
。 二 。 ,

过
e
点的截面 A B C D 的转角劝

。 二
币

。

由于中
。
= 中

,

截面A B C D 被旋转到 A
‘
几
‘
C
‘
D

‘

的位置上如图 ( 6 )所示
。

这种旋转的结果给截面A B C D 上任

意点
“
产生

”
向

,
w 向的附加位移u

。

护

由图 ( 6 )可知截 面 A B C D 上

任意点
a
移 到截面 A ‘

B
产
C

‘
D
产的a 尹

’

点上
。

,
a a , 二 L 协 ( 17 )

L 一
。
点 ( 截面重心点 )

到a点的距离
。

过
a
点作R 座标

轴的平行线
ab ,

则
:
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乙
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b ( 1 9 )

将 ( 18 )
、

(
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) 式代入 ( 19 ) 式

得
:

u a。= L 劝
、

s
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W
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尸一, 叹叹‘

浏浏

‘小Z ( 略去微小项 ) ( 20 )

、J1叩
i�2w a中= 一 a a ‘ 5

i
n

乙
a ‘a

b
= 一 I

,

小
e05〔e 0 5

一 ’

‘ (
r一 R ) 伞 ( 略去微小项 )

a
点的

“
向位移

“ a 二 u
a
、= 中

z

a
点的

v
向位移

v a = y 。
= o

“
点的 W 向位移W

。 二 w
a
、二 (

r 一 R ) 小

到此时
,

如果圆环轴线各点同时有
u 、

v ,

R
一 r

L

(
2 1 )

( 2 2 )

(
2 3

)

( 2 4
)

w 位移及过各点的截面有转角币时
,

圆环截面



上任意点
a
在
u , v ,

w 方向上的位移就等于 ( 1 )
,

( 2 )
,

( 3 )

,

(
9 )

,
( 1 0 )

,

( 1 1 )
,

( 1 4 )
,

(
1 5

)

,

(
1 6

)

,

(
2 2 )

,

(
2 3 )

,

( 2 4
) 式的组合

,

则

11

1

‘l||||护‘/
( 2 )

+
( 1 0 )

+
( 1 6 )

+
( 2 2 )

得
: a

点的
u
向位移

( 1 ) + ( 9 ) + ( 14 ) + ( 23 )

得 . a
点的

v
向位移

( 3 ) + ( 11 ) + ( 15 ) + ( 24 )

得
: a

点的
u
向位移

u 。 = u + 中
z

尺 1 刁 一z

= v 丁
一
十丁 云

一

O

(

r 一 R ) 一于聚
(25)

=w+币( r 一 R )

VW

( 25 ) 式为清华大学工程力学教研组振动组编著的
“
机械振动” 书39 3页公式 (

a )
,

公式推

证完毕
。
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